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研究成果の概要（和文）：本研究課題を通して、p-Laplacianの固有関数と、主に数論の基礎概念である楕円積
分・楕円関数・超幾何関数・算術幾何平均などとの関連が見えてきた。一般化三角関数によるヤコビ楕円関数と
完全楕円積分の一般化、およびそれらの応用として一般化円周率に関するガウス・ルジャンドル型アルゴリズム
や古典的な微分方程式の一般化・解表示などを与えた。これらの一連の成果については、一般化三角関数を含む
p-Laplacianの研究で著名なP. Lindqvist, R. Manasevich, M. Vuorinen の三氏から一定の評価を得ており、今
後の分野横断的な研究につながる知見を得られたと考えている。

研究成果の概要（英文）：Through this research project, the relation between the eigenfunctions of 
p-Laplacian and fundamental concepts of number theory, such as elliptic integral, elliptic function,
 hypergeometric function, arithmetic-geometric mean, etc., has come to be seen. We gave 
generalization of Jacobi elliptic function and the complete elliptic integral by generalized 
trigonometric functions, and as their application we presented Gauss-Legendre's type algorithm on 
the constant pi and generalization and expressions of solutions for classical differential 
equations. Regarding these series of results, we have received certain evaluations from P. 
Lindqvist, R. Manasevich, and M. Vuorinen, who are famous for research on p-Laplacian including 
generalized trigonometric functions, We believe that knowledge leading to cross-cutting research has
 been obtained.

研究分野： 非線形偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
 
しかるべき条件下において、退化特異性を

もつ放物型偏微分方程式の初期値境界値問
題の適切性や、これらの方程式の解の定常状
態を記述する楕円型偏微分方程式の解の存
在や正則性については、De Giorgi、Moser
をはじめとする多くの研究者によって古く
から研究されている。しかしながらその相互
関係、すなわち放物型方程式の解が爆発せず
に、対応する楕円型方程式の解集合へ収束す
る場合については、現在に至るまでほとんど
研究されていない。したがって楕円型方程式
の解の定常解としての安定性は、特別な場合
を除いて未解決である。理由として主に次の
二つがあげられる。 
 
(1) 退化特異性をもつ方程式では一般に線形
化安定性原理（線形化作用素の固有値の分布
で安定性が決定される）が有効ではないこと。 
これは（形式的）線形化作用素もまた退化特
異性を有することに起因する。 
 
(2) 拡散項の退化性、または反応項の特異性
が原因で、楕円型方程式の解集合が連続体を
含むこと。このとき、対応するリャプノフ汎
関数の極小点は必ずしも狭義極小とはいえ
ず、個々の定常解の安定性を導くことが困難
となる。 
 
これらの理由により、放物型方程式の解の

漸近挙動、特に楕円型方程式の解の近傍に初
期関数をとった場合の漸近挙動（定常解の安
定性）は、定常解集合が離散的である場合を
除き、国内外問わずほとんど手をつけられて
いないのが現状である。 
 
２．研究の目的 
 
退化特異性をもつ偏微分方程式は、画像処

理、レオロジー、数理生物学などの分野に現
れる非線形現象を記述する際に用いられ、そ
の数理が近年盛んに研究されている。退化特
異性とは、偏微分方程式の主な項が解の値や
勾配によってゼロ（退化）または無限大（特
異）となる性質である。本研究は、退化特異
性をもつ放物型偏微分方程式が生成する力
学系の構造を解明することを全体構想とし
て、その定常状態を記述する楕円型偏微分方
程式の解集合の構造、特に個々の解の自由境
界が形成される仕組みを数学的に解明し、そ
の応用として放物型方程式の解の漸近挙動
を調べる方法を開発することを目的とする。 
 
３．研究の方法 
 
微分方程式の主要項がもつ退化特異性が

解の形状へ及ぼす影響を調べるために、空間
１次元の p-Laplacian の定常問題、特に固有
値問題に注目する。その際、典型的な解とし

て次の二種類の特殊関数が現れる。 
 
(1) 双安定型方程式の解を古典的なヤコビ楕

円関数で表現できることがよく知られて
いる。このことから類推するとわかるよ
うに、p-Laplacian を含む双安定型方程
式の解はヤコビ楕円関数を一般化した関
数（一般化ヤコビ楕円関数）を与える。 
 

(2) 単振動方程式の固有値問題の解は（然る
べき境界条件の下で）三角関数で表現で
きる。このことから類推するとわかるよ
うに、p-Laplacian を含む単振動型方程
式の固有値問題の解は三角関数を一般化
した関数（一般化三角関数）を与える。 

 
これらの特殊関数は退化特異性もつ方程

式の典型的な解であるにもかかわらず、ヤコ
ビ楕円関数や三角関数がもつ加法定理のよ
うな基本的な性質が知られていない。したが
ってその性質を詳しく調べ、楕円積分の一般
化や別の方程式の解を表現するなどの応用
を考えることによって、退化特異性に関する
新しい知見を得る。 
 
４．研究成果 
 
本研究課題では、一般化ヤコビ楕円関数、

および一般化三角関数に関して以下の成果
を得た。 
 
(1) 研究代表者は過去に、退化特異性をもつ

双安定型方程式の分岐問題において、ヤ
コビ楕円関数を一般化した新しい関数族
を導入することでその解集合を完全に決
定し、分岐構造を解明することに成功し
た（Takeuchi, 2012）。本研究課題では、
この関数族について、異なる周期をもつ
関数系が任意のルベーグ空間において基
底をなすことを示した。これは一般化三
角関数系に対する Binding らの結果を拡
張したものになっている。特に古典的な
ヤコビ楕円関数系が基底になることは、
この研究によって初めて明らかになった。 

 
(2) 一般化三角関数は p-Laplacian の固有関

数であるが、その算術的性質はほとんど
知られていない。例えば加法定理はヤコ
ビ楕円関数に帰着できる場合のみ示され
ている。本研究課題では、ある種のパラ
メータ関係にある広範囲の一般化三角関
数について、加法定理を経由せず倍角公
式に相当する公式を発見・証明すること
に成功した。この公式は正弦関数の倍角
公式だけでなく、レムニスケート関数の
それも含んでいる。この結果により、あ
る種の単振り子型方程式の解表示や、
Edmunds らによる特別な場合の加法定
理に対する別証明を与えることができた。 

 



(3) 古典的な完全楕円積分を、その三角関数
表示において三角関数を一般化三角関数
に置き換えることによって一般化した。
これは一般化ヤコビ楕円関数に対する周
期や、Borwein 兄弟の超幾何関数による
完全楕円積分の一般化に対する積分表示
を与えている。さらにこの一般化楕円積
分についてルジャンドル型関係式が成り
立つことを証明し、特別な場合に限って
ではあるが一般化円周率に関するガウ
ス・ルジャンドル型のアルゴリズムを導
出した。 

 

本研究課題を通して、p-Laplacian の固有
関数と、主に数論の基礎概念である楕円積
分・楕円関数・超幾何関数・算術幾何平均な
どとの関連が見えてきた。これらの一連の成
果については、一般化三角関数を含む
p-Laplacian の研究で著名な P. Lindqvist（ノ
ルウェイ科学技術大学）, R. Manasevich（チ
リ大学）, M. Vuorinen（フィンランド・トゥ
ルク大学）の三氏から一定の評価を得ている。
まだこれらの数論的な成果を退化特異型微
分方程式の研究に還元できてはいないが、今
後の分野横断的な研究につながる知見を得
られたと考えている。 
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