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研究成果の概要（和文）：エンタングルメントなどを用いた低次元の強相関トポロジカル相の研究を行った。まず、行
列積波動関数や場の理論、数値計算などを用いた複合的アプローチにより、SU(N)フェルミオン系などにおける一次元
の対称性に護られたトポロジカル相（SPT相）の性質を精密に調べ、非局所秩序変数の有効性を示した。また、一次元
磁性体の強磁場磁化プラトーにおいてもSPT相が存在すること、また、その幾何学的位相との関係を明らかにした。次
に、強磁場中において、２次元量子磁性体がスピン液体を示す可能性について研究した。具体的には、カゴメ格子上の
異方的ハイゼンベルグ模型の３つのプラトーについて数値的に詳細な解析を行った。

研究成果の概要（英文）：On the basis of complex approaches using matrix-product states, low-dimensional 
quantum field theories, and numerical simulations, we studied the ground states of various strongly 
correlated one-dimensional systems. In particular, we investigated and characterized the so-called 
symmetry-protected topological (SPT) phases realized in a system of ultra-cold alkaline-earth fermions by 
entanglement spectrum. We also demonstrated the use of non-local order parameters in these phases that 
defy the characterization with the conventional order parameters. Moreover, we showed that these SPT 
phases (SPT magnetization plateaus) exist in one-dimensional magnets under high magnetic fields.
In high magnetic fields, not only SPT phases but also genuine topological ones with fractionalized 
excitations are allowed to exist. In order to present a microscopic example, we considered the three 
magnetization plateaus in a two-dimensional magnet on the Kagome lattice using quantum Monte-Carlo 
methods.

研究分野： 量子磁性、低次元系の物性理論
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１．研究開始当初の背景 
強磁性体、超伝導体などは、十分低温におい
て自発的対称性の破れを起こして、磁性や超
伝導を示す 相へと相転移することはよく知
られている。これらの相転移の性質は、局所
的な「秩序パラメータ」に基づく Landau の
相転移理論の枠組みの中で(少なくとも定性
的には)完全に理解される。 一方、1980 年代
に発見された量子ホール効果などでは、異な
る凝縮相の性質の違いを局所的 な秩序パラ
メータで特徴付けることができず、むしろ、
系全体にわたって定義されるある種のトポ
ロジカルな量子数や、特有の境界励起の有無
などによって特徴付けられることが知られ
ている。 このような非局所的性質を持つ相
転移や秩序の原型は、ゲージ理論における
「閉じ込め・非閉じ込め転移」にも見ること
ができるが、トポロジカルな性質を持つ量子
凝縮相は、最近の「トポロジカル絶縁体」の
理論的提唱とその実験的検証やトポロジカ
ル量子計算の提唱などによって、 凝縮系物
理の新しいパラダイムとして再び大きな関
心を集めている。 
 一方で、量子計算などとの関連で近年発展
してきた量子情報の概念を、多体問題の理解
に役立てようという動きが進んでいる。たと
えば、従来、相関の強い多体系の波動関数は、
超伝導におけ る BCS 波動関数や分数量子
ホール効果での Laughlin 波動関数のように
天才的な直観によって書き下すか、数値的対
角化などのような地道な数値計算で求める
しか方法がなかった。しかし、量子情報にお
ける重要な概念である『エンタングルメン
ト』に注目することにより、少なくとも短 距
離相互作用する多体系に関しては、その波動
関数の可能な形はかなり強い制限を受ける
ことがわかってきた。こうしたアプローチに
より、「トポロジカル秩序」など、摂動論の
ような標準的な 多体問題の手法では手が出
せず、波動関数の非自明な性質そのものを取
り扱う必要があるような 問題にも切り込む
ことができるようになりつつある。また、量
子情報的な性質を利用したくりこみ群とゲ
ージ・重力対応の類似に見られるような、い
わゆる「ホログラフィック描像」との意外な
接点が指摘されるなど、単なる新しい方法論
という枠を超えてその裾野が急速に広がっ
てきている。このような新しい手法を用いて、
伝統的な多体問題の手法では取り扱いが困
難であった「トポロジカル凝縮相」の理解を
深めることは、今日の物性物理学の喫緊の課
題である。 
 
２．研究の目的 
以上のような状況に鑑み、 
A) Contractor Renormalization 法と呼ばれ

る実空間くりこみ的手法を、エンタングル
メントに着目して改良し、フラストレーシ
ョン系の競合秩序に対する精密かつ統一
的な理論を構築する、 

B) 微視的模型を用いて新しいスピン液体的
な磁化プラトー状態の性質の詳細を明ら
かにする、 

C) くりこみ群のような伝統的手法や、
matrix-product、tensor-product といっ
た量子情報的な新しいアプローチを活用
し、一次元、二次元の「強相関」トポロジ
カル相の性質や大域的相構造を明らかに
する、 

ことを目的とする。 
 
３．研究の方法 
 短距離の量子的相関(エンタングルメン

ト)をコントロールするユニタリ変換を構
成することで、フラストレーション系の競
合 量 子 相 に 対 す る 、 Contractor 
Renormalization 法と呼ばれる実空間く
りこみ的アプローチを改良することを試
みる。 

 新しいスピン液体的な磁化プラトー状態
の性質を明らかにするため、場の理論、拡
張された量子ダイマー模型、微視的格子モ
デルに対する大規模数値計算などを用い
て調べる。 

 一次元、二次元の強相関トポロジカル相の
性質や大域的相構造を明らかにするため
に、くりこみ群のフロー構造とトポロジカ
ル 相 の 関 係 を 調 べ る 。 ま た 、
tensor-product 状態などを用いてエッジ
状態、entanglement spectrum などの性
質を議論する。  

 
４．研究成果 
目的(A)については、いくつか大きな技術的
困難があり、残念ながら現在までのところ大
きな進展には至っていない。(B)については、
平成２４年度に客員教授として Toulouse 大
学に滞在したした際に Alet 氏、Capponi 氏、
Plat 氏らと共同研究をスタートし、カゴメ格
子上の異方的ハイゼンベルグ模型の３つの
磁化プラトーについて大規模数値計算（量子
モンテカルロ法）を用いて調べた。この模型
に現れる３つの磁化プラトーのうち、格子点
あたりの磁化が 0 と 1/3 のものについては、
有効模型へのマッピングにより過去の研究
から様子のわかっている系に帰着させるこ
とで基底状態の性質を知ることができるが、
磁化 1/6 のプラトーについては不明であり、
特にこれについて(i)有効量子ループ模型の
数値計算、(ii)微視的模型の直接シミュレー
ションの両面で詳しく調べた。その結果、こ
のプラトーでは、ストライプ状の磁気秩序が
あることがわかった。さらにこの模型に第３
近接相互作用を加えた際に期待される相図
も調べ、ある程度大きな第３近接相互作用を
加えることにより、場の理論で予言されてい
た Z2 スピン液体が実現することも明らかに
した。 
(C)については、特に「対称性に護られたト
ポロジカル相（SPT 相）」と呼ばれるクラスの



トポロジカル相について、詳細に調べた。ま
ず、ある種のフェルミオン自由度（ホール）
が存在するスピン系における SPT 相を、解け
る模型を用いて調べ、そのエンタングルメン
トスペクトラムが、ボソン的な成分とフェル
ミオン的な成分とから成ること、両者の共存
のため、通常のボゾン的な SPT 相での定式化
法を拡張する必要があること、などを示した。 
次に、一次元光格子にトラップされたアルカ
リ土類原子気体（フェルミオン）の基底状態
相、特にその Mott 絶縁相に出現する SPT 相
について詳しく調べた。まず、フランスの
Lecheminant 氏らと共同で、場の理論、密度
行列くりこみ群をはじめとする数値計算、強
結合展開などを駆使して、アルカリ土類冷却
原子系を記述する２軌道 SU(N)ハバード模型
の相図を、一格子点あたり N個のフェルミオ
ン原子がいる場合（ハーフフィリング）に完
成させた。その結果、電荷密度波、軌道密度
波などの相に加えて、相図のかなり広い領域
にわたって SPT 相が現れることがわかった。
次にその SPT 相のトポロジカルな性質を、特
にN=4の場合にエンタングルメントスペクト
ラム、非局所オーダーパラメータなどを用い
て詳細に調べ、Z4×Z4 対称性に基づく非局所
ストリングオーダーパラメータで異なる SPT
相を識別できることを示した。このオーダー
パラメータはすべてフェルミオン密度など
を用いて表現されており、原理的には観測可
能であるので、SPT 相の実験的観測への第一
歩となることが期待される。また、これとは
別の系であるが、やはり一次元の SPT 相の問
題として、一次元磁性体の強磁場磁化プラト
ーの中には、トポロジカルなものも可能であ
ることを、高吉氏らとの共同研究で明らかに
した。 
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