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研究成果の概要（和文）：クラスタ係数・代数的連結度・平均頂点間距離等の特徴量に基づくネットワーク構造最適化
問題を考え，最適構造の特徴を理論解析によって解明するとともに，最適に近い構造をもつネットワークを生成するア
ルゴリズムを与えた．また，代数的連結度の分散推定，離散時間リカレントニューラルネットワークの収束性解析，非
線形回路網の直流動作点の個数解析，非負値行列因子分解のための反復解法といったダイナミクスに関連する問題を理
論解析と数値実験の両面から考察し，多くの重要な成果を得た．

研究成果の概要（英文）：We studied the problem of optimizing the network topology based on indices such 
as clustering coefficient, algebraic connectivity and average shortest path length. Not only some 
properties of the networks having optimal or locally optimal topologies were revealed by theoretical 
analysis, but also some algorithms that can generate networks with nearly optimal topologies were 
developed. We also studied some dynamics related problems such as the decentralized estimation of the 
algebraic connectivity, the convergence analysis of discrete-time recurrent neural networks, the analysis 
of the number of DC operating points in a certain nonlinear circuits, and the global convergence of 
iterative solution methods for nonnegative matrix factorization, and obtained many important results 
through both theoretical analysis and numerical experiments.

研究分野：情報数理工学
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１． 研究開始当初の背景 
 
1998 年に Watts と Strogatz によってスモ
ールワールドモデルが発表されて以来，複雑
ネットワークに関する研究が急速な発展を
遂げている．インターネット，World Wide Web，
電力線網，友人関係のネットワーク，神経回
路網，遺伝子ネットワークなどの現実社会に
存在するさまざまなネットワークに共通す
る性質として，スモールワールド性やスケー
ルフリー性といった概念が提唱され，また，
それらの性質を有するモデルも数多く提案
されてきた．しかしながら，ネットワーク最
適化という観点から見ると，多くの基本的問
題が未解決のまま残されている．例えば
Watts は，1999 年に出版された彼の著書の中
で「頂点数と各頂点の次数が与えられたとき
に最もクラスタ化されたネットワークはど
のようなものか」という問題を提起し，解の
候補として結合穴居人グラフを示したが，そ
れが本当にクラスタ係数を最大にするグラ
フであるか否かは未だに明らかにされてい
ない． 
一方，制御工学の分野では，近年，マルチ
エージェントシステムの合意形成が注目を
集めている．合意形成とは，すべてのエージ
ェントの状態が同一の値（例えば初期状態の
平均値）をとることを意味し，これはセンサ
ネットワークや群ロボットの移動制御等へ
の応用にも深く関連する重要な技術である．
したがって，工学的観点からは，できるだけ
高速かつ効率的に合意を形成するシステム
の設計が重要となる．代表的な合意形成アル
ゴリズムに着目すると，エージェント間の相
互作用を表す無向グラフの代数的連結度（ラ
プラシアンの第 2固有値）が大きいほど合意
への収束が速いことが知られており，また，
代数的連結度はグラフの接続構造によって
大きく異なることも実験的にわかっている．
しかしながら，「頂点数と辺数が与えられた
ときに代数的連結度を最大にするネットワ
ークはどのようなものか」という基本的な問
題でさえ解決されていない． 
 
２．研究の目的 
 
センサネットワーク・群ロボット・結合振
動子ネットワーク等のダイナミカルなネッ
トワークシステムに対して，情報処理の高速
化・効率化・安定化を実現するための最適な
接続構造を与える．これらのシステムでは，
ネットワークの接続構造だけでなく構成要
素のダイナミクスも重要であり，両者を切り
離して考えることはできない．そこで，ネッ
トワークの接続構造を特徴付ける種々の指
標（例えばクラスタ係数や代数的連結度）の
基本的性質や，それらの指標とネットワーク
のダイナミクスとの関係をグラフ理論と力
学系理論の有機的連携によって解明し，それ
らを基に最適なネットワークシステムを構

築する．対象とするシステムによっては，構
成要素のダイナミクス自体も設計の対象と
し，接続構造と併せて最適化することを試み
る． 
 
３．研究の方法 
 
第一段階では，静的なネットワークや比較
的単純なダイナミクスをもつネットワーク
に焦点を当て，適切な条件下でクラスタ係数
や代数的連結度等の特徴量を最大にする接
続構造を解析する．第二段階では，より複雑
なダイナミクスをもつネットワークシステ
ムを対象に，高速化・効率化・安定化を実現
するための構造最適化を行う．具体的なテー
マは以下の通りである． 
(1) クラスタ係数を最大または極大にする
グラフの特徴付け 

(2) 高速合意形成のためのマルチエージェ
ントネットワークの構造最適化 

(3) マルチエージェントネットワークにお
ける代数的連結度の分散的推定法の開
発 

(4) 短い平均頂点間距離をもつ正則グラフ
の生成アルゴリズムの開発 

(5) 離散時間2値ニューラルネットワークの
収束条件判定アルゴリズムの開発 

(6) ある種の非線形回路網から得られる非
線形代数方程式の解析 

(7) 非負値行列因子分解のための反復計算
法の大域収束性解析 

 
４．研究成果 
 
研究の方法で述べた7つのテーマのそれぞれ
について，本研究によって得られた成果を述
べる． 
 
(1) クラスタ係数には Watts と Strogatz に
よって提案された平均局所クラスタ係数と
Newman らによって提案された大域クラスタ
係数の 2種類がある．本テーマでは，何らか
の条件の下で大域クラスタ係数を最大また
は極大にするグラフ構造の特徴について理
論的解析を行った．まず，頂点数と辺数が与
えられた場合を考察し，ロリポップグラフや，
道グラフの両端にクリークがつながってい
るグラフが大域クラスタ係数を極大にする
ことを証明した．これらは平均局所クラスタ
係数の場合には極大グラフとならないため，
大域クラスタ係数に特有の構造である．また，
複数のクリークが1頂点を共有するグラフは
平均局所クラスタ係数を極大にするが，大域
クラスタを極大にするとは限らないことを
示した．次に，次数列が与えられた場合を考
察し，複数のクリークが木構造に連結したグ
ラフが大域クラスタ係数極大グラフである
ことを証明した．平均局所クラスタ係数の場
合にも同様の結果が得られていたが，大きな
違いは，各クリーク内の頂点数が同一でなく



てもよいことである．以上の結果により，ク
ラスタ係数の二つの定義の違いが明らかに
なった． 
 
(2) Olfati-Saber と Murray によって提案さ
れた合意アルゴリズムの収束の速さはネッ
トワークのラプラシアン行列の2番目に小さ
い固有値，すなわち，代数的連結度によって
決まる．本テーマでは，何らかの条件の下で
代数的連結度を最大または極大にするグラ
フ構造について理論解析を行った．まず，頂
点数と辺数が与えられた場合を考察し，星グ
ラフ，閉路グラフ，完全 2部グラフ，巡回グ
ラフなどのよく知られたグラフが代数的連
結度を最大または極大にすることを証明し
た．また，星グラフに数本の辺を追加して得
られるグラフが代数的連結度を最大にする
ための条件を導出した．最大グラフに関する
成果のいくつかは他の研究者によって与え
られた結果の一般化になっており，極大グラ
フの概念は本研究によって初めて導入され
た．次に，次数列が与えられた場合を考察し，
次数3の正則グラフの中で代数的連結度を極
大にするものの特徴付けを行うとともに，す
べての完全多部グラフが代数的連結度を極
大にすることを理論的に証明した． 
 
(3) 移動可能なエージェントからなるネッ
トワークにおいては，連結性を保持すること
が基本的かつ重要な課題である．代数的連結
度はネットワークのつながりの強さを表す
指標の一つであり，代数的連結度が正の値を
取るのはネットワークが連結であるときか
つそのときに限られるため，その値を求める
ことによって連結性を判定することができ
る．本テーマでは，ネットワーク内の各エー
ジェントが代数的連結度を分散的に推定す
る方法を開発した．はじめに，Yang らによっ
て提案された連続時間アルゴリズムの一部
を修正すればハードウェア化に適したアル
ゴリズムが得られることを指摘し，修正アル
ゴリズムによっても代数的連結度が正しく
推定できることを理論的に証明した．次に，
Yang らのアルゴリズムと動的平均合意アル
ゴリズムを組み合わせた，真に分散的な代数
的連結度推定アルゴリズムを提案し，その有
効性を数値実験によって示した．このアルゴ
リズムについては，ダイナミクスに関する理
解が不十分であるので今後理論解析を進め
ていく予定である． 
 
(4) 本テーマでは，与えられた頂点数と次数
の下で平均頂点間距離を最小にする正則グ
ラフを求める問題に取り組んだ．例えばマル
チホップ無線ネットワークにおいて，各端末
が同一の通信チャネル数をもつとすれば，ネ
ットワーク内の通信速度は接続構造を表す
正則グラフの平均頂点間距離に大きく依存
すると考えられる．したがって，この問題は
理論だけでなく工学的応用の観点からも非

常に重要である．これまでの成果として Cerf
らによる下界の導出が古くから知られてい
るが，その後大きな進展は見られていない．
本研究では，短い平均頂点間距離をもつ正則
グラフを自動的に生成するアルゴリズムを
提案し，その有効性を数値的に検証した．そ
の結果，提案アルゴリズムは多くの場合にお
いて Cerf らの下界に近い平均頂点間距離を
もつグラフを生成できることがわかった．特
に，頂点数と次数のいくつかの組に対しては
Cerf らの下界が提案法によって実際に達成
された．これは Cerf らの下界が最小値であ
ることを証明するものである． 
 
(5) 離散時間2値ニューラルネットワークの
状態が任意の初期条件に対して平衡状態に
収束するための十分条件が 2006 年に高橋に
よって与えられた．その条件とは，ニューロ
ン番号を適当に付け替えることによって結
合行列の各対角要素が同じ行内の対角要素
より右側の要素の絶対値の和より大きくな
る，というものである．本テーマでは，与え
られた正方行列がこの収束条件を満たして
いるか否かを判定するアルゴリズムの開発
を行った．当初はこの判定問題が NP 完全で
あると予想していたが，その後しばらくして，
有向グラフの位相的整列問題に関する神保
と山本による成果が直接適用可能であるこ
とがわかり，最終的には多項式時間アルゴリ
ズムを与えることができた．また，本研究の
副産物として，上記の判定問題の「対角要素
の右側の要素の絶対値の和」を「対角要素の
右隣の要素の絶対値」に置き換えると NP 完
全問題になることを証明した． 
 
(6) ある種の非線形回路網から得られる非
線形代数方程式が有限個の解をもつための
必要十分条件として，方程式中の行列がΩ行
列であることが知られている．本テーマでは，
この非線形代数方程式から誘導されるある
方程式の解集合の性質を詳細に解析し，解集
合が2種類のタイプの曲線に限られることを
証明した．またΩ行列の性質について理論的
に解析するとともに，それを系統的に構成す
る一方法を与えた．この成果はまだ限定的で
あるので，一般的なΩ行列の系統的構成法の
構築を目指して研究を続けていく必要があ
る．これが完成すればネットワークシステム
の一種である非線形回路網の設計に有用な
知見が得られると期待される． 
 
(7) ネットワークの構造最適化と直接関係
はないものの，関連する最適化手法として，
非負値行列因子分解のための反復計算法の
解析を行った．非負値行列因子分解とは，与
えられた非負値行列を二つの非負値行列の
積で近似することであり，信号処理や機械学
習の分野で着目されている技術である．ネッ
トワーク科学の分野でもコミュニティ検出
に利用されるなど，注目が高まっている．本



テーマでは，非負値行列因子分解の計算法と
して広く利用されている乗法型更新式につ
いて考察し，Yang と Oja によって与えられた
11 種類の更新式のうちの 8種類について，更
新式にわずかな修正を加えるだけで大域収
束性が保証されることを示した．また，残り
の 3種類についても，誤差関数を修正するこ
とによって新たな更新式を導出し，その大域
収束性を証明した． 
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