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研究成果の概要（和文）：当初，空間的に離れた場所に散らばったクロックを同期させるための基礎原理を研究してい
た．しかしこのモデルには実装上の問題があることがわかったため，集団運動の解けるモデルの研究に移った．球面上
に多数の粒子があり、それぞれが固有の軸に沿って固有の速度で回転しながら引力を及ぼし合っているモデルを構築し
た．このモデルは性質の異なる粒子の集団で構成されているが，重心の運動は単純な方程式で記述されることがわかっ
た．

研究成果の概要（英文）：Although I initially investigated a method to synchronize spatially distributed 
oscillators, it was found to be difficult to implement this method in real systems. Thus, I next 
attempted to develop an analytically tractable model of mutually interacting particles. The model 
consists of mutually interacting particles on an M-dimensional unit sphere. Particles rotate on the 
sphere when no force is exerted on them and are attracted to each other. I found that the motion of the 
center of mass of an infinite number of particles can be described by an M-dimensional ordinary 
differential equation even if particles have different speeds of rotation.

研究分野： 非線形科学

キーワード： 位相振動子　力学系　集団運動
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１．研究開始当初の背景 
	 技術の進歩によって，ロボットが工場など
限られた場面に止まらず，社会の中で広く日
常的に使われるようになる時代が来ようと
している．高齢化の進行にともなって，ロボ
ットの社会的なニーズも高まっている．ロボ
ットは災害時の救助・復旧作業への利用も考
えられる．今後必要となり普及すると考えら
れるのは自律分散的なロボットである．災害
時にはインフラが破壊されているため，集中
管理方式は使えない可能性が高い．ロボット
の各個体が各自に情報を収集し，相互に通
信・連絡しながら協調して動作しなければな
らない． 
	 このとき，通信を行うためには，通信タイ
ミングをそろえる必要がある．タイミングの
同期を振動子で実現する研究に Tanaka, H. 
et al. IEICE Electronic Express 6(22) 
1562–1568 (2009)などがある．このような状
況では，方々に散らばって作業しているロボ
ットは空間上に分布した振動子としてモデ
ル化される．空間上の振動子が相互作用によ
ってどのように同期を達成するかは以前か
ら研究されている．先行研究で明らかになっ
ているのは，しばしば振動の螺旋波が出現し
て，空間上に分布した振動子が全体としては
同期できなくなってしまうことである．螺旋
波は安定であるため，長時間待っても同期を
達成できないのである． 
	 そこで，振動子の相互作用に螺旋波を消す
ような要素を入れて，全同期を達成すること
ができるようなモデルを構築すれば通信の
同期を達成する技術への応用が可能なので
はないかと考えた．空間に分布した振動子の
モデルとしては complex Ginzburg–Landau 
(CGL)方程式を考え，局所相互作用にあたる
空間微分の項を変更することにした．CGL
方程式では振動子の密度は一様だと考える
が，振動子の密度が非一様である場合を考え，
振動の伝わり方が密度に依存するとし，さら
に振動波の進行方向にそって振動子が運動
する（ロボットが移動する）とした．ダイナ
ミクスは 
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で与えられる．ただし，A = u+ ivが振動を表
し， ρが密度である．このようにすると，あ
るパラメタの範囲では螺旋波や進行波が不

安定化し，一様振動が出現することがわかっ

た． 
	 しかし，モデルの詳細な検討を続ける中で，
相互作用の入り方が特殊で，相互作用するロ
ボットとしての解釈は困難であることが明
らかになり，通信の同期化への応用は困難だ
という結論に達した．そこで，ここまでの研
究で調査した振動子系の先行研究を使って，
非線形力学系の研究へ方向転換することに
した． 
 
２．研究の目的 
	 Ott & Antonsen (2008)は位相のダイナミ
クスが 

!ϕi =ωi +
K
N

sin(
j=1

N

∑ ϕ j −ϕi −α)  

で与えられ，自然振動数ωiがローレンツ分布 
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に 従 う 位 相 振 動 子 の 集 団 運 動 が
Stuart–Landau 方程式で記述されることを
示した．具体的には，振動子の同期度を表す
オーダーパラメタ 
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exp(iϕi )
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という微分方程式に従うことを示した．この
結果は 
(1) 非一様な性質を持つ要素の集団ダイナ

ミクスが低次元力学系によって記述さ
れる 

(2) 振動子が無限個ある場合，特殊な初期値
から出発するならばこの解は近似解で
はなく厳密解である 

という二つの意味で注目すべき結果である．
多様な要素を含む系の集団運動が低次元の
力学系で書けるならば，集団運動を完全な形
で「理解できる」ことになる．ほかにこのよ
うな例は報告されておらず，もしこの結果を
拡張できるならば力学系，特に多数の要素が
相互作用して集団を作る系についての理解
が飛躍的に進むと考えた．そこで，この系の
拡張を行うこととした． 
 
３．研究の方法 
	 Ott & Antonsen (2008)以前にWatanabe 
& Strogatz (1994)は自然振動数が一様な位
相振動子の集団に sine coupling による一様
な外力がかかる場合，系が何個の振動子を含
んでいても，ダイナミクスは 3変数の力学系
で表されることを示した．Goebel (1995)は，
このような低次元力学系で系が記述できる
のは，sine couplingの働く位相振動子のダイ
ナミクスは Möbius変換で与えられるからで



あることを明らかにした． 
	 ここに Ott & Antonsen (2008)の結果を拡
張する鍵があると考えた．Möbius 変換は一
変数の射影変換の特殊例である．一般の射影
変換に拡張すれば，位相振動子系以外にも類
似の結果を拡張できるはずである．さらに，
このダイナミクスをすべての自然振動数に
ついて積分すれば Ott & Antonsen (2008)の
結果に対応するものを得られると考えた（図
1）． 
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Figure 1. Kuramoto–Sakaguchi model (a) and proposed model (b). The Kuramoto–
Sakaguchi model may be regarded as the dynamical model of N particles interacting
on a circle. The proposed model describes the dynamics of N particles interacting on
an M -dimensional sphere. Here we set g = K

N

∑
j xj .

system of N -coupled oscillators is on three-dimensional invariant manifold if the system

is described by

φ̇i = ω +
K

N

∑

1≤j≤N

sin(φj − φi + α) + J sin(φi + β), (1)

where ω is the natural frequency common to all oscillators; K, J , α, and β are

time-dependent parameters. The phase of a single oscillator in the system at time

t is determined by its initial phase and a nonlinear transformation involving three

parameters. An important point is that the transformation with the same parameters

can be used to obtain the phase of any oscillator in the system. It has been shown

that the Möbius transformation describes the i-th phase at time t [17, 18]. This

transformation is a one-variable projection transformation in the complex plane

zi(t) = exp(iσ)
a− zi(0)

1− āzi(0)
, (2)

where zi(t) = exp[iφi(t)] and both of σ and a are time-dependent and oscillator-

independent parameters. This type of Möbius transformation maps the unit circle on

the complex plane to itself. Because the Möbius transformation (2) has a real parameter

σ and a complex parameter a, all the trajectories of the system are confined to manifolds

with three dimensions. In other words, the dynamics of the system can be described by

the dynamics of σ and a. This method simplifies the analysis of a system of oscillators

with identical natural frequencies and enables a precise analysis of a wider range of

synchronisation phenomena such as chimera states [19] and persistent fluctuations in

synchronisation rates [20] than before.

 
図 1	 二次元空間の円周上にある位相振動子
(a)と，高次元空間の球面上にある粒子(b)． 
 
４．研究成果 
	 このような考えに基づき，まずパラメタが
時刻に依存する射影変換 

x = Ax0 +b
c∗x0 + d

 

を初期位置 x0に施すことによって現在位置
が与えられるような粒子のダイナミクスを

微分方程式で書き表し，行列リッカチ方程式 
!x = xh∗x+Ωx+ g  
を得た．Sine couplingを持つ位相振動子は，
リッカチ方程式で xが二次元平面の単位円
の上に軌道が制限されている場合に対応す
る．そこで，高次元の場合についても同様に，
単位球面・単位超球面上に軌道を制限したと
ころ，粒子は特定の軸の周りに特定の角振動
数で回転し，粒子に作用する力はバネのよう
な距離に比例する力（球面上への拘束がある
ので接線方向の分力のみが実際には作用す
る）と解釈できる力学系になることがわかっ
た（図 2）． 
 

直感的に構成する
•円周上を回転　　　　　　　　　　球面上を回転 
!

!

!

•距離に比例する力を球面上に射影　　球面上に射影
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図 2	 位相振動子と本研究の球面上の粒子は
バネのような距離に比例する力で相互作用
していると解釈できる． 
 
	 自然振動数が一様な振動子が初期に球面

上に一様に分布し，同一の外力を受けた場合，
振動子の重心は単一のリッカチ方程式に従
う．そのため，多数の粒子を含むダイナミク
スが少数自由度の力学系で記述できること
になる．さらに，振動数が一様でない場合も，
特殊な分布に従う場合には振動子集団全体
の重心を求めることができて，Ott & 
Antonsen (2008)に対応する結果が得られる
ことがわかった．結果的に Stuart–Landau
方程式を高次元拡張したもの 
!r(t) = −r(t)[K(t)r(t)+ f(t)]∗r(t)+ Ω̂r(t)+K(t)r(t)+ f(t)  
になった．この解析的に導出した結果は数値
計算ときわめてよく一致することを確認し
た（図 3）． 
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Figure 3. Dynamics of the system of N = 10 000 heterogeneous particles. (a,b) Direct
simulations of the centre of mass (solid line) and low-dimensional dynamics (dashed
line) for (a) k = 0.5 and (b) k = 1. (c) Trajectory of two particles for k = 1. (d)
Direct simulation of |r| at t = 100 (crosses), simulation of (18) at t = 100 (circles) and
theoretically derived radius of the limit cycle, R1 (dashed line).

of mass of all the particles can be described by a high-dimensional extension of the

Stuart–Landau equation. This result is an extension of the Ott–Antonsen theory. A

periodic solution of the extended Stuart–Landau equation agrees with the motion of

the centre of mass of the system. Thus, we have shown that the collective motion of

a system composed of elements with large degrees of freedom can be reduced to the

dynamics of a low-dimensional system.

Although the present model is an extension to high degrees of freedom of the

Kuramoto–Sakaguchi model, it differs from the previously proposed extensions [31, 32].

For example, Ritort introduced a variable into the model to keep the oscillators on the

unit sphere [31], whereas the particles of the present model (described by (9)) remain

on the unit sphere without additional terms. In addition, unlike the dynamic variables

of the model by Gu and coworkers, which are represented by matrices [32], the dynamic

variables in the present model are represented by vectors. Finally, unlike the present

model with heterogeneous particles, neither of these two models has been reported to

be reducible to low-dimensional systems.

The present model provides a method to study new types of collective phenomena

by reducing the system behaviour of elements with large degrees of freedom to that of

a low-dimensional system. The present model and its low-dimensional description can

be applied to problems already studied from the viewpoint of Kuramoto oscillators [15],

such as time-delay systems [33, 34], systems of multiple-peak natural frequencies [22],

 
図 3	 多体系シミュレーションと理論解の比
較．多体系のシミュレーションが十字，
Stuart–Landau 方程式の高次元拡張が緑丸，
この方程式の解析解が鎖線で示されている． 
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