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研究成果の概要（和文）：非局所偏微分方程式や対応する飛躍型確率過程に関するde Giorgi-Nash-Moser理論や解のア
プリオリ評価の現状と手法の整理し、様々なモデルの解析に用いた。測度付き距離空間の上の広い範疇の飛躍型確率過
程（非局所偏微分方程式）について、境界Harnack不等式が成立するための十分条件を与え具体的な非局所方程式に応
用した。また、fractional time derivative heat equationの熱核に関する研究を行った。

研究成果の概要（英文）：We investigated recently developed methods on the de Giorgi-Nash-Moser theory and 
a priori estimates of caloric functions for non-local operators and jump-type stochastic processes. We gav
e some sufficient conditions for the boundary Harnack inequalities to hold for jump-type processes (non-lo
cal operators) on general metric measure spaces, and applied the results to various concrete examples. We 
also worked on heat kernel estimates for fractional time derivative heat equations. 
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１．研究開始当初の背景 
 
近年、非局所偏微分方程式の解や対応する飛
躍型確率過程について、そのアプリオリ評価、
熱核の精密な評価に関する研究が急速に進
んでいる。確率論を用いたアプローチは、
Bass-Levin (2002)や Chen-Kumagai (2003)
に端を発し、安定過程の摂動や、相対論的安
定過程の摂動など、応用上重要な飛躍型過程
を含む広い範疇で、詳しいアプリオリ評価が
知られるようになった。この手法の特徴は、
拡散過程の場合の divergence form の理論の
ように、作用素の係数の滑らかさを全く必要
としない点にある（擬微分作用素によるアプ
ローチでは、熱核評価のためにはシンボルに
ある程度の regularityを仮定する必要がある
ことに注意）。一方、C. Villani 氏（2010 年
フィールズ賞受賞者）らが行っている、クー
ロン力という非局所な相互作用のある系に
おける非線形ボルツマン方程式の研究など
を見ると、非線形非局所偏微分方程式の解に
関する（de Giorgi-Nash-Moser 流の）アプリ
オリ評価の理論の必要性、有用性が見て取れ
る。本研究は、このような背景の下より高い
見地から非線形非局所偏微分方程式の解析
を進めるために開始された。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の究極の目標は、近年著しい発展を遂
げている非局所偏微分方程式や対応する 
飛躍型確率過程に関する de Giorgi-Nash- 
Moser 理論を、非線形のレベルに拡張する事
である。この目標は壮大であるので、目標に
向けた以下の３つのステップで研究をすす
めていった。 
(i) 線形非局所偏微分方程式の摂動安定性理
論の展開 
(ii) 非線形（局所）偏微分方程式の解のアプ
リオリ評価の現状と手法の整理 
(iii) 具体的な方程式を通じた、非線形非局所
偏微分方程式の解のアプリオリ評価への試
み 
 
３．研究の方法 
 
非線形偏微分方程式の調和解析について深
い造詣を持つ石毛和弘氏を分担者に迎え、非
局所作用素と非線形偏微分方程式の専門家
からなる海外共同研究者（Barlow 教授、Chen
教授、Grigor’yan 教授、Kinnunen 教授）を加
え、相互訪問や研究会を通じて当該問題に関
する共通理解を深め研究を進める事とした。
さらに国際研究集会への出席・講演を通じて、
広く関連分野の動向を探ることで、偏微分方
程式の解のアプリオリ評価の現状と手法の
整理した。特にコアとなったのが、2012 年 7
月に Bielefeld大学で開かれた国際研究集会 
Non-local Operators: Analysis, Proba- 
bility, Geometry and Applications と 2013 

年 9-12 月に Mittag-Leffler 研究所で行われ
たプログラム Evolutionary Problems である。 
（前者の研究集会は、代表者の熊谷が学術委
員として運営にも関わった。）これらの研究
集会で広い意味での当該研究の現状を把握
し、研究者と交流を深めたことが、本研究課
題の推進に大きなプラスとなった。 
 
４．研究成果 
 
(1) 総括 
分担者・海外共同研究者との連携により、局
所・非局所偏微分方程式の解のアプリオリ評
価の現状と手法の整理し、研究集会などを通
じて研究交流の幅を大きく拡げる事が出来
た。非局所確率過程、非局所偏微分方程式の
観点からは、境界 Harnack 不等式が成立す
るための十分条件として統一的な結果を導
き、様々なモデルに応用できた点が大きな進
展であった。この他、研究を遂行する中で異
常拡散をキーワードとした研究グループと
の交流を持つ事ができ、土壌汚染や大気汚染
など数々の現実の問題への当該研究の応用
の可能性を見る事が出来た事は、研究開始当
初予期していなかった収穫である。このよう
な研究交流に触発され、fractional time 
derivative heat equation の熱核に関する研
究を進めており、確率論的手法を用いて、先
行研究では到達できない成果を出す事が期
待できる状況にある。この研究は別経費を用
いて継続し、論文にまとめあげるように努め
る予定である。 
本研究の成果の多くは国際的に評価の高い
雑誌に掲載され（あるいは掲載予定であり）、
代表者・分担者が国内外の多くの研究集会で
講演する事により、本研究の成果を関連分野
研究者に伝え、議論を通じて深化させる事が
できた。残念ながら最終目標である非線形非
局所偏微分方程式の解のアプリオリ評価に
ついては、論文にまとめる形での具体的な成
果には至らなかったが、本研究を通じていく
つかの新しいアプローチを身につけること
ができたので、今後の課題として継続的に研
究を進めたいと考えている。以下、代表者、
分担者、連携研究者それぞれの主な研究成果
を具体的に記す。 
 
(2) 熊谷 隆 
○1 一般の測度付き距離空間の上の広い範疇
の飛躍型確率過程（非局所偏微分方程式）に
ついて、境界 Harnack 不等式が成り立つため
の十分条件を与えた。この条件は様々な例で
チェック可能であり、論文では、例えばブラ
ウン運動の subordination や Lévy 過程（局
所部分がついていてもよい）、stable-like
過程、フラクタル上の飛躍型確率過程、
Schrödinger 方程式の解、ドリフト付きの飛
躍型確率過程など多様な具体例で境界
Harnack 不等式を証明した（本論文で初めて
証明された例も多く含む）。この条件は摂動



安定性を持った条件ではないが、幅広い範疇
で境界Harnack不等式の証明を統一的に与え
るという意味で当該研究に大きな進展をも
たらす結果であると考えている。（K. Bogdan
氏、M. Kwaśnicki 氏との共同研究であり、論
文は雑誌に accept された。） 
○2  Fractional time derivative heat 
equation の熱核に関する研究を行った。空間
微分の作用素が divergence form 等の場合に
は、偏微分方程式の研究者らによる様々な先
行結果があるが、空間が irregular な場合や
作用素が非局所な場合には、ほとんど結果が
ないのが現状である。我々はfractional time 
derivative 部 分 を 拡 散 過 程 の inverse 
stable subordinationなどによる時間変更だ
と捉える確率論的視点からこれを解析し、幅
広い operator について熱核の評価を行うこ
とが出来る見通しを立てた。Poisson 方程式
の解の存在など、関連する解析を整備する必
要があり、これらについての先行研究の調査
などに時間がかかり、厳密な結果を出す途中
段階で時間切れになってしまったが、引き続
き当該研究を推進し、論文にまとめることを
目指す。本研究は Z.Q. Chen 氏、P. Kim 氏と
の共同研究である。 
 
(3) 石毛和弘 
半線形発展方程式や非線形楕円型方程式に
関する研究を進め、de Giorgi-Nash-Moser 理
論などによる解のアプリオリ評価を武器と
したさらなる解析を展開した。 
○1 動的境界条件を含む非線形楕円型方程式
について考察し、楕円型方程式論で用いられ
る非局所的評価を駆使し、大域解の存在およ
び非存在に関する臨界指数を求めた。さらに、
その大域解がポアソン核のように時間無限
大で振る舞うことを証明した。（M. Fila 氏、
T. Kawakami 氏との共同研究であり、論文は
最近雑誌に掲載された。） 
○2 半線形発展方程式の時間大域解の多くは
線形項から決まるある積分核に時間無限大
で収束するが、その収束のノルムおよび早さ
について解析し、また、高次漸近解析を行う
理論の構築を行った。これらの解析には、de 
Giorgi-Nash-Moser 理論などによる解の先
験的評価が有効であった。この他、熱方程式
等に対して放物型凸性の概念を導入し、その
有用性を示した。 
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