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研究成果の概要（和文）：量子二重対数関数はもともと量子離散KdV方程式の研究においてファデーエフによって導入
された。カシャエフはこの量子二重対数関数を用いて結び目不変量を構成し、結び目の双曲体積との関係を予想した。
一方、2000年以降盛んに研究されているクラスター代数において、量子二重対数関数は重要である。
本研究において、クラスター代数を用いて量子二重対数関数と3次元双曲幾何との関係を議論した。特に、変異を生成
する演算子を量子二重対数関数を用いて構成し、カシャエフのR行列との関係を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：The quantum dilogarithm function was originally introduced by Faddeev to study a 
discrete analogue of the KdV equation. Sometime ago Kashaev constructed knot invariant by use the quantum 
dilogarithm function, and he observed that its asymptotic is dominated by the hyperbolic volume of knot 
complement. Recently it has been realized that the quantum dilogarithm function plays a crucial role in 
the quantum cluster algebra.
We have used a technique of the quantum cluster algebra to reveal a relationship between the quantum 
dilogarithm function and the three-dimensional hyperbolic geometry. We constructed the quantum R-operator 
based on cluster mutation, and derived the Kashaev R-matrix by use of the quantum dilogarithm function.

研究分野： 数理物理
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1)  二重対数関数 Li2(z)はオイラーによっ
て初めて考察された。様々な興味深い性質を
示すが、中でも 5 項間関係式が重要である。
また一方で、幾何的な側面もあわせもつ。3
次元双曲空間における四面体のうち全ての
頂点が無限遠にあるような理想双曲四面体
の体積は、二重対数関数
を用いて記述されるこ
とが知られている。 
 
二重対数関数のｑ変形として、下記で定義さ
れる量子二重対数関数が知られている。もと
もとファデーエフによって、量子離散 KdV
方程式など量子可積分系の研究において導
入されたものである。正準交換関係を満たす
演算子を用いることで、やはり 5 項間関係式
を満たすことが知られている。 
 

 
カシャエフは、変形パラメータｑが１の N 冪
根であるときの量子二重対数関数に注目し、
結び目の不変量を構成した。さらに、不変量
の N→∞での振る舞いを調べ、結び目補空間
の双曲体積との関係を予想した。後に、カシ
ャエフ不変量は色つきジョーンズ多項式の 1
の N 冪根での特殊値であることが村上斉（研
究分担者）・村上順によって明らかにされ、
体積予想として注目を集めている。 
 
 
 
(2)  研究代表者は以前に、ファデーエフの量
子二重対数関数と 3次元多様体の量子不変量
の関連についての研究を行った。その中で、
量子二重対数関数の無限次元表示を用いて 3
次元双曲多様体の分配関数を構成した。5 項
間関係式を双曲四面体の分割と捕らえるの
が基本的な考えであった。ここで構成された
分配関数は、古典極限において A 多項式が得
られるなど、さまざまな幾何的な情報を含ん
でいる。 
 
 
 
(3)  2000 年頃に、フォーミンとゼレヴィン
スキはクラスター代数を導入した。クラスタ
ー変数と呼ばれる生成元と、変異という操作
を兼ね備えた可換環である。その後さまざま
な分野においてクラスター代数の手法が適
用されるなど、活発な研究が行われている。
その一つとして、クラスター代数の量子化を
用いることにより、5 項間関係式などの量子
二重対数関数の様々な恒等式が導かれるこ
とが指摘された。 
 
 

 
２．研究の目的 
 
3 次元双曲四面体の体積は二重対数関数を用
いて表されることから、ファデーエフの量子
二重対数関数の幾何的な性質を研究するこ
とは重要である。特に、カシャエフ不変量は
量子二重対数関数に基づき構成されたため、
理想双曲四面体との厳密な関連づけは、体積
予想の研究において不可欠である。また一方
で、量子クラスター代数における変異は量子
二重対数関数を用いて記述されるなど、量子
二重対数関数は量子クラスター代数におい
て重要である。 
量子クラスター代数などの新しい手法を取
り入れ、量子二重代数関数の幾何的な性質を
研究することを目的とする。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
低次元トポロジー･量子不変量の専門家であ
る村上斉（研究分担者）、近年進展が著しい
クラスター代数と可積分系の関係に詳しい
山崎玲（連携研究者）の協力の下、量子二重
対数関数の研究を、特に体積予想との関連を
視野に入れながら、幾何、代数の両面から行
った。また、実際の計算には数式処理システ
ムを適宜利用しながら、効率よく研究を行っ
た。 
 
 
 
４．研究成果 
 
クラスター代数と3次元双曲幾何学との関連
性は次のように説明される。 
クラスター代数においてｘ変数およびｙ変
数に対する変位という操作が基本となる。各
変数は、向き付けされたグラフの頂点に割り
当てられており、変位を繰り返すことによっ
て、各変数は初期値の有理関数で表される。
さて、グラフは三角形分割の双対と見なすこ
とができるが、この場合、下図のように、変
位は三角形分割の「フリップ」として考える
ことができる。 

 
 
三角形分割描像では各ｘ変数・ｙ変数は各辺
に割り当てられている。クラスター代数のｙ
変数に対する変位の規則は、ちょうど双曲四
面体を貼り付けた場合の二面角の変化に対



応していることが見て取れる。この変位・四
面体貼り合わせの対応関係が以下の基礎と
なる。 
 
 
 
(1)  一点穴あきトーラスバンドル、およ
び二橋結び目の複素体積のクラスター代数
を用いた新し
い構成方法を
提出した。二
橋結び目の場
合、4点穴あき
球面の三角形
分割に対応す
る向きづけら
れ た グ ラ フ
（図参照）を
用意し、その
上でのクラスター変異を導入する。先に述べ
たように変異を双曲四面体の貼り合わせと
見なすことによって、二橋結び目の補空間の
四面体分割が得られる。クラスターｙ変数が
四面体のパラメータに相当し、またｘ変数を
用いることで複素体積を記述できることを
明らかにした。 
 
 
 
(2)  任意の結び目を構成するには組み
紐群を用いるのが一般的であり、ヤン・バク
スター方程式を満たすR行列を構成する必要
がある。実際に、下記のような向き付けられ
たグラフに対する変位を導入することによ
って、ヤン・バクスター方程式を満たす変異
Rを構成することに成功した。 

さらに、変異と双曲四面体の対応を用いるこ
とで、変異 Rは双曲八面体と解釈できること
を明らかにした。 
 
 
 
 
(3)  カシャエフ不変量と双曲体積との
関係において、ヤン・バクスター方程式を満
たすカシャエフR行列は双曲八面体として解
釈すればよい、と信じられている。クラスタ

ー変位 Rから先に得られた双曲八面体は、ち
ょうどこの双曲八面体に対応しており、構成
した変位 Rとカシャエフの R行列とは何らか
の関係があるものと期待できる。 
まず、クラスター代数の量子化の手法を用い
て、変位 Rの量子化を行った。ｙ変数を非可
換作用素とみなすことにより、量子二重対数
関数を用いて R 演算子が構成される。5 項間
関係式を用いることによって、R 演算子がヤ
ン・バクスター方程式を満たすことを証明し
た。 
カシャエフの R 行列と比較するため、R 演算
子の有限次元表現を考察した。量子二重対数
関数の変形パラメータｑが１の冪根である
場合を詳細に解析し、カシャエフの R行列が
ほぼ再現されることを確認した。 
 
 
 
以上のように、クラスター代数を用いて組み
紐群を記述し、その量子化を考察することに
よって、量子二重対数関数と理想双曲四面体
との関連を確立することができた。 
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