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研究成果の概要（和文）：短時間フーリエ変換(波束変換)を用いた自由粒子および調和振動子のシュレディンガー作用
素の新たな表示を導入し, これらの作用素のモジュレーション空間およびウィーナー・アマルガム空間における新たな
評価式を得ることができた. このアイデアを用いて2次または劣2次のポテンシャルを持つシュレディンガー方程式の解
の新たな評価式を得ることができた. また, 波束変換を用いてフーリエ・ル-ベーグ型の波面集合を特徴づけることに
も成功した.

研究成果の概要（英文）：We introduce a new representation of the Schr¥"odinger operators of a free 
particle and a harmonic oscillator by using the short time Fourier transform. As applications, we give 
new estimates for the solution to the Schr¥"odinger equation with quadratic and sub-quadratic potentials 
in the framework of modulation spaces. We also characterize the Fourier-Lebesgue type wave front set by 
using the wave packet transform.

研究分野： 数物系科学

キーワード： モジュレーション空間　ウィーナー・アマルガム空間　関数空間　シュレディンガー方程式
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１．研究開始当初の背景 
モジュレーション空間 Mp,q (Rn) (および類
似物であるウィーナー・アマルガム空間 Wp,q 

(Rn))は 1980 年頃オーストリアの H. G. 
Feichtinger 氏により導入された比較的新し
いユークリッド空間Rn上の関数空間である. 
p, q を 1≦p,q≦∞を満たす指数としたとき, 
Mp,q(Rn)はノルム 
||f||Mp,q   
= (∫Rn (∫Rn |Vg f (x,ξ)|p dx )q/p dξ)1/q   
が有限になる緩増加超関数f∊ S‘(Rn)全体の
空間と定める. ここで, Vg f (x,ξ)は急減少
関数 g∊S(Rn)を窓とする f の短時間 Fourier
変換であり,  
  Vg f(x,ξ)=∫Rn f(y) g*(y-x)e

-iyξdy 
で定義される(形式的g=1とするとVg f(x,ξ)
はよく知られる Fourier 変換 f^(ξ)=∫Rn 
f(y) e-iyξd y と一致する). Mp,q(Rn)は窓関数
g∊S(Rn)-{0}に依らない Banach 空間であり, 
特に p=q=2の場合はL2空間L2(Rn)と一致する. 
モジュレーション空間はウィーン大学のH. G. 
Feichtinger 氏, K. Gröchenig氏のグループ
NuHAG (Numerical Harmonic Analysis Group), 
イタリアの L. Rodino 氏のグループ, スウェ
ーデンの J. Toft 氏のグループ, 北京大学の
B. X. Wang 氏のグループを中心にこれまで盛
んに研究されてきた (これらの関数空間は
フーリエ変換の代わりに窓フーリエ変換を
用いて定義されるため, 考える問題によって
はルベーグ空間やソボレフ空間よりも関数
の滑らかさや減少度を精密に測るのに適し
ていると考えられる).  
研究開始当初はモジュレーション空間を

偏微分方程式に応用するような研究はあま
りなく, 未解決な問題が多くあった(数年前
まではモジュレーション空間と偏微分方程
式の研究はあまり相性が良くないと考える
研究者もいた). 一言付け加えておくと, 多く
の問題が未解決であったからといって, モジ
ュレーション空間が決して面白くないとい
う意味ではない. 事実,「シュレディンガー作
用素はルベーグ空間やベソフ空間上では有
界ではないが, モジュレーション空間上では
有界になる」などこれまで予想もしなかった
結果が明らかにされ, 関数空間の研究者だけ
でなく, 偏微分方程式の研究者からも新たな
可能性を持つ関数空間として注目を浴びて
いた. 
 
２．研究の目的 
 
(1) 先に述べたように Bényi – Gröchenig  

–Okoudjou – Rogers (J.Funct. 
Anal.(2007)) や Wang-Hudzik (J. 
Differential Equations, (2007)) は自由
粒子のシュレディンガー作用素 eitΔ  

eitΔf(x)=∫Rn  f^(ξ)eit|ξ|2 eixξdξ, 
はルベーグ空間やベソフ空間上では有界 
ではないがモジュレーション空間上では 
有界となるという興味深い研究を発表し 

た. しかし, 彼らによる評価式は偏微分 
方程式の立場 (例えば, シュレディンガ 
ー方程式の時間局所解や時間大域解の研 
究)からはまだまだ改良できる点があるで 
はないかと考えられていた. そこで, 実 
解析的手法や関数解析的手法を用いて彼 
らの評価式を改良し, モジュレーション 
空間の枠組みでより精密な評価式を得る 
というのが当時(平成 24 年度)の研究目標 
であった. 

 
(2) 研究成果(1)で得られた方法を自由粒子 

のシュレディンガー方程式以外の場合 
(例えば調和振動子のシュレディンガー
方程式や２次または劣２次のポテンシャ
ルを持つシュレディンガー方程式) にも
応用し, モジュレーション空間またはウ
ィーナー・アマルガム空間の枠組みで新
たな評価式を得る (例えば, Cordero – 
Nicola (Math. Nachr. (2008) および J. 
Funct. Anal.(2008)) による調和振動子
のシュレディンガー作用素のウィーナー
アマルガム空間における評価式の改良) 
というのが第２の研究目標(平成 25 年度, 
26 年度)であった.  

 
３．研究の方法 
 
(1) モジュレーション空間の枠組みにおける 

これまでの多くの研究では, 自由粒子の
シュレンガー作用素を評価するのにこれ
らの作用素のフーリエ変換を用いた表示
(フーリエマルチプライヤー)を用いて行
っていたが, 短時間フーリエ変換 (また
は窓フーリエ変換, 波束変換) を用いた
表示を用いた方が(少なくともモジュレ
ーション空間の枠組みでは)より自然で
あると考えた. その際, 空間変数だけ
でなく時間変数を考慮した短時間フーリ
エ変換を用いて, 自由粒子のシュレディ
ンガー作用素の新たな表示式を導入し
た. 

 
(2) (1)で導入した空間変数だけでなく時間

変数を考慮した短時間フーリエ変換を用
いた方法がどのようなタイプの方程式に
応用可能か考察し, 特に調和振動子のシ
ュレディンガー方程式や２次または劣２
次のポテンシャルを持つシュレディンガ
ー方程式に注目し研究を行った. その際, 
窓関数の選び方にも工夫をした.  

 
 
４．研究成果 
 
上記課題に関して, 以下の成果を収めた : 
 
(1) 短時間フーリエ変換(波束変換)を用いて, 

自由粒子のシュレディンガー方程式の解
の新たな表示を得た. この表示を用いる



と先に挙げた Bényi ら(2007)や Wang ら
(2007)によりこれまで得られていた自由
粒子のシュレディンガー作用素のモジュ
レーション空間評価よりも精密な評価を
得ることが出来た. この評価は Bényi – 
Okoudjou (Bull. Lond. Math. Soc. 
(2009))で扱われているタイプの非線形
シュレディンガー方程式の初期値問題に
対する時間局所解の一意存在定理にも応
用可能であることも分かった([雑誌論
文], (5)). 

 
(2) まずは, (1)で得られた方法を用いて, 

短時間フーリエ変換を用いた調和振動子
のシュレディンガー方程式の新たな解の
表 示 を 得 た . こ の 表 示 に よ り , 
Cordero-Nicola (2008) によってこれま
で得られていた調和振動子のシュレディ
ンガー作用素のウィーナー・アマルガム
空間評価式よりも精密なウィーナー・ア
マルガム空間型の評価式を得ることがで
きた([雑誌論文], (3)). 更に, (1)で得
られた方法を発展させて, ２次または劣
２次のポテンシャルを持つシュレディン
ガー方程式の解をモジュレーション空間
の枠組みで評価することが出来た([雑誌
論文], (1), (4)). これによりこれまで
得られていた Bényi – Gröchenig – 
Okoudjou – Rogers (2007), Wang - 
Hudzik (2007), Kato － Kobayashi － 
Ito (2011, 2012) らの結果を改良するこ
とが出来た. 

 
(3) (1)の研究の副産物として, 次の結果も

得ることが出来た. Pilipovic – Teofanov 
- Toft (Rend. Semin. Mat. Univ. Politec. 
Torino (2008))が時間周波数解析の観点
から導入したフーリエ・ルベーグ空間(す
なわち, 関数のフーリエ変換がLp関数と
なるものの全体)型の波面集合(すなわち, 
関数の「フーリエ・ルベーグノルムの意
味で」局所的に滑らかな点の補集合)を波
束変換(短時間フーリエ変換)を用いて特
徴づけることが出来た. この特徴付けは
Pilipovicらの特徴づけよりも偏微分方程
式(特に 1 階の双曲型偏微分方程式)の研
究に応用しやすいことが分かった([雑誌
論文], (2)). 
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