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研究成果の概要（和文）：本研究では, 全空間において, 半線形熱方程式に代表される非線形拡散方程式につい
て, 対応する積分方程式を考察することにより, 時間大域解の第一漸近形が積分核の定数倍である場合に, 初期
値のモーメントの次数に応じた線形近似及び非線形項の条件に応じた非線形近似の具体的な構成法を明らかにし
た. またその応用として, 半空間における非線形境界条件付き熱方程式, 全空間における非線形消散項付き波動
方程式, さらに分数冪拡散方程式についても解の高次漸近展開理論を構築した.

研究成果の概要（英文）：We consider the integral equation with respect to nonlinear diffusion 
equations, which are represented by semilinear heat equations, in the whole space. Under the 
condition that solutions of nonlinear integral equations behave like a multiple of the integral 
kernel asymptotically, we established the method of obtaining the higher order linear asymptotic 
expansions, which depends on the degree of moment of initial data, and nonlinear asymptotic 
expansion, which depends on the conditions for the nonlinear term. Furthermore, we applied our 
arguments to the heat equation with nonlinear boundary condition on the half space, nonlinear damped
 wave equations in the whole space and fractional diffusion equations in the whole space.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 非線形拡散方程式　高次漸近展開　非線形積分方程式　分数冪拡散方程式　消散項付き波動方程式　動
的境界条件
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１．研究開始当初の背景 
拡散方程式、特に熱方程式に代表される放物
型方程式は関数方程式論や確率、統計などの
数学の分野に限らず、多くの分野で取り扱わ
れている方程式の一つであり、もっとも重要
な偏微分方程式の一つであることから様々
な視点から多くの研究がなされてきた。その
中でも解の大域挙動は最も基本的かつ興味
深い問題の一つとしてここ４０年において
国内外問わず多くの研究成果が挙げられて
いる。解析手法としては熱方程式の基本かい
や固有関数を用いる手法、解の自己相似性に
着目し、ある種のコンパクト性を回復し解析
する手法、さらには消散エントロピー法など
多岐に渡っており、これらの手法を用いるこ
とにより、いつくかも代表的な非線形放物型
問題については解が大域的に存在するため
の初期値や非線形性に対する十分条件、また
その際の解の振る舞いについての成果が得
られている。また、これら非線形放物型問題
に対する結果、特に全空間における半線形熱
方程式の解の大域挙動に対する結果は非線
形消散項付き波動方程式の研究に対しても
応用されており、時間大域解が熱核に収束す
る結果が得られている。 
 一方、非線形拡散方程式の研究の核をなし
ている問題の一つである爆発問題に対して、
近年、線形熱方程式の解の高次漸近展開を用
いることで爆発集合の対する画期的な研究
成果が挙げられていた。これは詳細な解の漸
近展開が単に大域解に対する情報を与える
だけでなく、かいが大域的に存在しない爆発
問題に対しても重要な情報を与えることを
示唆している一例と言える。しかしながら本
来考えられている問題は非線形問題である
こと、また解の形状や最大点挙動を研究する
上では線形熱方程式の情報だけでは不十分
であり、非線形方程式の解の高次漸近展開を
用いることでより詳細な情報を得ることが
期待されていたことから、今後の進展が求め
られていた。 
 
２．研究の目的 
本研究はいくつかの代表的な例を含む一般
の非線形拡散方程式に対して、解が熱核に収
束する場合について、解の高次線形近似及び
高次非線形近似を構築し、その応用・発展と
して解が基本解に収束することが期待でき
る問題に対して、その十分条件の検証と高次
漸近展開の構築、特に非線形性の抽出及びそ
の表現を行うことを目的とする。主要な研究
目的は以下の通りである。 
 
（１）これまで川上は石毛和弘氏、石渡通徳
氏との研究に端を発するこれまでにはない
新しい解析手法を開発する事により、全空間
において冪乗型の非線形性を含む一般の半
線形熱方程式に対して、解の漸近展開の第一
次近似が熱核であるという仮定の下で初期
条件と収束速度の関係性、また解の高次漸近

展開を与え、最適な収束評価を得た。近年、
細 胞 性 粘 菌 の 凝 集 現 象 を 記 述 す る
Keller-Segel 系や移流拡散方程式など非線形
項に解の微分が含まれる問題に対して解の
高次漸近展開が盛んに研究されてきている。
しかし、この高次展開と初期値の減衰評価と
の関係性は得られておらず、また非線形項を
より一般に拡張した際にどのように高次展
開を与えるべきかについては解析できてい
ない。ここでは先に挙げた冪乗型の非線形項
を含む半線形熱方程式に対する結果を拡張
し、非線形項に解の微分が含まれる場合や反
応項が互いに影響し合うような方程式系な
ど、いくつかの代表的な例を含む一般の非線
形拡散方程式に対して、初期条件と収束速度
の関係、 また高次展開の構成法について解
明する。さらにより一般の発展方程式への本
手法の有用性の足がかりとして、消散項付き
波動方程式の解の高次漸近展開についても
考察していく。 
 
（２）半空間における冪乗型非線形境界条件
付き熱方程式は解の表現公式を用いて基本
解への収束が示されているが、球対称性が導
入できない事から全空間における半線形熱
方程式ほどの成果は得られていない。ここで
は本問題に対して高次漸近展開の構成法を
明らかにする事により、本問題と全空間にお
ける半線形熱方程式の相違点を解明する。ま
た境界条件が時間発展する問題、すなわち動
的境界条件については領域が半空間の場合、
領域内部の方程式はラプラス方程式しか扱
われていない。ここでは非線形問題の考察の
準備として、時間発展する境界条件を持つ半
線形楕円型方程式の解の大域挙動を解明す
る。さらに半空間における動的境界条件に付
随する問題として分数冪拡散方程式が現れ
る。この発展方程式の基本解は熱方程式の基
本解である熱核よりも空間遠方での減衰が
遅いことが知られている。特に、最も単純な
場合である、領域内部がラプラス方程式であ
る動的境界条件を考察する際には half 
Laplacian と呼ばれる非局所作用素を主要部
とする分数冪拡散方程式が現れることが知
られている。この方程式の基本解はポアソン
核であり、空間遠方では多項式減衰しかして
おらず、漸近展開の係数の有界性に対応する
解の重み付き空間の可積分性は期待できな
い。ここでは漸近展開の係数の有界性が期待
できない場合の例としてhalf Laplacianを主
要部とする場合を中心に解の高次漸近展開
の構築を目指す。 
 
 
３．研究の方法 
本研究では解が基本解に収束することを用
いて、非線形性を抽出し表現することで解の
高次漸近展開を構築することを目的に、まず
解が熱核に収束する場合、全空間における半
線形熱方程式に対する考察をもとに、より一



般の非線形熱方程式の初期条件と収束速度
の関係の考察並びに解の高次漸近展開の構
築、非線形消散項付き波動方程式の漸近解析
への応用、半空間における非線形境界条件付
き熱方程式の解の高次漸近展開の構築、さら
に、熱核以外の基本解への収束が期待される
問題に対する新たな展開として分数冪拡散
方程式の解の高次漸近展開の構築および時
間発展する境界条件付き非線形楕円型方程
式の大域挙動について研究を行う。具体的な
内容は以下の通りである。 
 
（１）全空間における非線形拡散方程式の一
般化：非線形項に解の微分項を含む場合につ
いて初期条件と収束速度の関係、 また高次
展開の構成法を研究する。これまでの半線形
熱方程式に対する研究において、初期値のモ
ーメントの有界性と収束速度の関係性、高次
展開の構成法が知られているが、これらの結
果に際しては非線形項に解の微分は含まれ
ておらず、非線形項に対する条件の示唆は与
えるものの、直接的には適用できない。ここ
では移流拡散方程式の解の大域挙動の結果
をもとに、非線形項に対する十分条件を求め、
その上で、解の微分に対する減衰評価やモー
メントの有界性を求め、高次展開を構築する。
また Keller-Segel 系や反応拡散方程式系な
どの幾つかの例について、具体的な高次展開
を与える。 
 
（２）非線形消散項付き波動方程式の漸近解
析への応用：３次元以下の全空間における非
線形消散項付き波動方程式の解の大域挙動
を研究する。特に、ここでは解が熱核に収束
する場合につて考察する。消散項付き波動方
程式は基本解が指数減衰する波動作用素と
熱半群に分解できる事から解の大域挙動に
おいては熱半群が支配的になることが示さ
れており、これを用いる事で冪乗型の非線形
項については熱核への収束が示されている
が、高次漸近展開は得られておらず、非線形
性や波動性の抽出には至っていない。これは
これまで対応する非斉次熱方程式の解析が
困難であった事に起因すると考えられる。こ
こでは半線形熱方程式に対する考察をもと
に、より詳細に非斉次熱方程式の解析を行う
事で初期条件と収束速度の関係と解の高次
漸近展開について考察する。 
 
（３）半空間における非線形境界条件付き熱
方程式の高次漸近展開：半空間において外部
からの流入が解の冪乗となる境界条件を有
する熱方程式に対して、これまで川上は解が
大域的に存在するための十分条件並びに基
本解への収束を示している。これらの研究を
通して、本問題は全空間における半線形熱方
程式と類似した構造を持っていることが期
待できるため、半線形熱方程式に対して構成
した解析手法の改良を通して本問題を考察
する。ここでは領域内部と境界それぞれに対

して基本解の情報を精査し、それぞれの項に
対してモーメントとの関係や線形近似、非線
形近似について研究を行う。 
 
（４）動的境界条件付き半線形楕円型方程式
の大域挙動：境界条件に解の時間微分を含む
ものを動的境界条件という。本問題に対して
は有界領域の場合は解の存在等について幾
つかの結果が得られているが、半空間におい
ては方程式がラプラス方程式の場合、境界条
件を対応する分数冪拡散方程式に変形する
事により解がポアソン核に収束する事が示
されているのみであり、半線形楕円型方程式
の場合は解の局所存在も得られていない。こ
こではまず方程式に対応する積分方程式の
導出を試みる事により局所可解性を示し、次
に大域挙動の考察を行う。 
 
 
（５）分数冪拡散方程式の解の高次漸近展
開：分数冪拡散方程式はその指数によって基
本解の性質が異なることが知られている。実
際、上記の半空間における動的境界条件に付
随する分数冪拡散方程式は half Laplacian
を拡散項とする場合であり、減衰評価の観点
からある種の臨界になっていることがわか
る。基本解の空間遠方における減衰評価は、
解の重み付き空間の可積分性と密接な関係
があり、高次漸近展開理論の構築には基本解
からの影響の抽出は必要不可欠である。ここ
では一般の熱核を有する非線形積分方程式
について、解の時間大域可解性の十分条件の
考察と、基本解の減衰とモーメントの関係を
考察する。またそれらの成果を元に解の高次
漸近展開の構築を目指す。 
 
 
４．研究成果 
上記の研究目的に基づき、非線形拡散方程式
の解の高次漸近展開理論の構築を行うとと
もに、それに付随した問題に対して以下の研
究成果を得た。 
 
（１）全空間における非線形拡散方程式の一
般化：ここでは非線形性の一般化について石
毛和弘氏（東北大学）と共に共同研究を行な
い、これまでの先行研究では扱うことができ
なかった非線形項に解の微分が含まれてい
る場合について解が基本解に収束するため
の非線形性の条件を元に具体的な高次漸近
展開の構成法を確立した。ここで得られた結
果は、これまで Keller-Segel 系や移流拡散
方程式に対して得られている高次漸近展開
の結果を完全に包括するものである。また本
研究成果の応用として３次元以下の全空間
における非線形消散項付き波動方程式の高
次漸近展開理論を上田好寛氏（神戸大学）、
竹田寛志氏（福岡工業大学）とのそれぞれの
共同研究によって確立した。 
 



（２）非線形積分方程式の大域可解性と高次
漸近展開：拡散方程式に対応する積分方程式
の積分核である熱核について、自己相似性、
半群性、正則性、さらに空間減衰に着目し一
般化した積分核を有する非線形積分方程式
について石毛氏、小林加奈子氏（東北大学）
と共に研究した。これは全空間における非線
形拡散方程式の解の大域挙動の拡散項に対
する一般化である。ここではまず、解の大域
可解性に関する非線形性並びに初期値に対
する十分条件を得ると共に、解の第一漸近形
が積分核の定数倍になることを示した。さら
に初期値が含まれる重み付き空間の次数と
高次漸近展開の展開次数の関係、またその差
の減衰評価を線形部分及び非線形部分それ
ぞれについて与えた。ここで扱った積分核の
具体例としては分数冪拡散方程式や多重ラ
プラシアンを拡散項とする高次放物型方程
式が挙げられる。一方でこの研究では分数冪
拡散方程式を考察する場合、分数の次数に応
じてモーメントの次数に制限がついていた
が、石毛氏と道久寛載氏との共同研究により、
その制限を外すことにも成功している。 
 
 
（３）半空間における非線形境界条件付き熱
方程式の高次漸近展開：冪乗型の非線形性を
含む一般の非線形境界条件を有する場合に
ついて考察し、境界に非線形性があることを
考慮した新しい関数を構成することにより、
解の高次漸近展開を確立した。ここでは領域
内部における高次漸近形への収束だけでな
く、これまで扱われていない境界上における
収束も示しており、今後、爆発問題等への応
用が期待できる。 
 
 
（４）動的境界条件付き半線形楕円型方程式
の大域挙動：冪乗型の非線形性を有する場合
について石毛氏、マレク・フィラ氏（コメニ
ウス大学）と共同研究を行なった。まず２次
元以上の半空間において、時間大域可解性を
分ける非線形性の指数を導出した。また、こ
こで得られた小さな時間大域解については
その第一漸近形がポアソン核になることも
示した。さらに有臨界の場合、可解性に対す
る初期値の空間遠方における減衰評価の必
要十分条件を解の各点評価をすることによ
り与えた。この手法を元に、半空間において
境界値が原点で特異性を有する半線形楕円
型方程式の解を構成した。また、冪乗型を含
むより一般の非線形を有する問題に対して、
時間局所可解性、時間大域可解性、対応する
定常問題の可解性が同値であることを示し
た。これは楕円型方程式の可解性に対して、
放物型問題の手法を用いてアプローチする
というこれまでにない方法を提示しており、
今後の進展が期待される。 
 
（５）その他の研究：上記の研究から派生し

た研究として、坂口茂氏（東北大学）と共同
で相似な等温面を持つ熱方程式の過剰決定
問題について、杉山由恵氏（九州大学）と共
同でKeller-Segel系の解の一意性について、
石毛氏、ミコライ・セルゼガ氏（ワルシャワ
大学）と共同で半線形拡散方程式系の可解性
について、岩渕司氏（大阪市立大学）と共同
で臨界の粘性項を有するハミルトン・ヤコビ
方程式の積分方程式の可解性と漸近挙動に
ついて、またジュリア・フリオリ氏（ベルガ
モ大学）、ベルナルド・ルフ氏（ミラノ大学）、
エリデ・テラネオ氏（ミラノ大学）と共同で
指数型の非線形項を有する非線形拡散方程
式の漸近挙動についてそれぞれ研究を行い、
一定以上の成果を得た。 
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