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研究成果の概要（和文）：これまでの研究代表者らの研究において，離散ハングリーロトカ・ボルテラ系に基づく非対
称帯行列に対するdhLVアルゴリズムと離散ハングリー戸田方程式に基づくtotally nonnegative行列に対するdhTodaア
ルゴリズムをそれぞれ定式化している。本研究では，これらのアルゴリズムに対して，収束の高速化手法を組み込み，
丸め誤差解析，大域的収束性，局所的収束性，収束次数等の解析により，多くの理論的性質を明らかにした。さらに，
これらのアルゴリズムが対象とする行列に対して，固有ベクトルが効率よく計算できることを示した。

研究成果の概要（英文）：In the previous study, we have designed two algorithms: the dhLV algorithm for 
computing eigenvalues of nonsymmetric banded matrix based on the discrete hungry Lotka-Volterra (dhLV) 
system, and the dhToda algorithm for computing eigenvalues of totally nonnegative matrix based on the 
discrete hungry Toda (dhToda) equation.
In this study, for these algorithms, we incorporate the technique for faster convergence, and clarify 
rounding errors, global convergence, local convergence and convergence rate. It is also clarified that 
the eigenvectors can be computed efficiently.

研究分野： 応用可積分系
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１．研究開始当初の背景 
 
研究代表者はこれまでに，非線形可積分系の
理論をもとに，行列の固有値を計算する新し
い数値計算アルゴリズムを定式化している。
特に，可積分な離散ハングリー戸田(dhToda: 
discrete hungry Toda) 方程式の数理構造を
基に，totally nonnegative (TN) 行列の固有
値が計算できる dhToda アルゴリズムを提案
しており，既存の数値解法では精度が劣化す
る問題に対して高精度に固有値を計算でき
ることを数値的に確認している。提案したア
ルゴリズムに対する大域的な収束性は保証
されていたが，局所的な収束性や高精度に固
有値が計算できることの理論保証はない。さ
らに，大規模問題への適用に耐えうる高速性
は持ち合わせていなかった。一方，離散ハン
グリーロトカ・ボルテラ (dhLV: discrete 
hungry Lotka-Volterra) 系と呼ばれる離散
可積分系からは，非対称帯行列の固有値が計
算できる dhLV アルゴリズムを定式化してい
る。dhToda アルゴリズムおよび dhLV アル
ゴリズム共に，固有値の計算機能を備えてい
るのみであり，固有ベクトルについては，逆
反復法などの既存の計算手法を用いれば計
算可能ではあるが，可積分系特有の数理構造
を利用した計算手法は開発されていないの
が現状であった。  
 
２．研究の目的 
 
TN 行列に対する固有値計算のための
dhToda アルゴリズムおよび，非対称帯行列
に対する固有値計算のための dhLV アルゴリ
ズムに対して，収束の高速化や収束性・計算
精度に関する理論保証を与えるために，以下
の 7 項目を行う。 
 
(1) dhToda アルゴリズムに対する丸め誤差
解析 
(2) dhToda アルゴリズムの局所収束性解析 
(3) dhToda アルゴリズムに対する高速化の
ための原点シフト導入 
(4) シフト量の計算方法の開発 
(5) 原点シフトを導入した dhToda アルゴリ
ズムに対する大域的収束性および収束次数
の解析 
(6) dhToda 方程式に対する保存量の導出 
(7) dhLV 系の数理構造を利用した固有ベク
トルの計算手法の開発 
 
３．研究の方法 
 
(1) dhToda アルゴリズムに対する丸め誤差
解析 
dhToda アルゴリズムは固有値計算のための
dqds アルゴリズムのある種の一般化と考え
ることができる。dqds アルゴリズムに対して
行われている丸め誤差解析の手法である混

合型誤差解析を用いて dhToda アルゴリズム
の誤差解析を行う。 
 
(2) dhToda アルゴリズムの局所収束性解析 
 
dhToda アルゴリズムと数学的に等価である
可積分な離散ハングリーロトカ・ボルテラ系
に対しては，中心多様体理論と呼ばれる力学
系に対する古典的な解析手法によって，その
平衡点付近での局所的な収束性が解析され
ている。dhToda アルゴリズムに対しても同
じ手法を用いて，平衡点付近での局所的な収
束性の解析を行う。 
 
(3) dhToda アルゴリズムに対する高速化の
ための原点シフト導入 
 
dhToda アルゴリズムは，固有値計算のため
の LR 法と数学的に等価である。LR 法に対
する原点シフトは容易に導入可能である。
dhToda アルゴリズムに対しても，形式的に
は LR 法と同様に容易に原点シフトの導入が
可能である。しかし，実装を行う際に行列の
陽的な乗算や分解などのコストがかかる演
算を必要とする。そこで，成分同士の演算の
みで原点シフトの作用をもつ効率的なアル
ゴリズムの導出を試みる。 
 
(4) シフト量の計算方法の開発 
 
原点シフトにおけるシフト量は，対象とする
行列の最小固有値の下界から，できるだけ最
小固有値に近い値を選ぶ必要がある。さらに，
反復ごとにシフト量を最小固有値により近
くなるように改良することが望ましい。本研
究では，Newton シフトを取り上げ，TN 行
列のNewtonシフトを効率よく計算する方法
を導出する。 
 
(5) 原点シフトを導入した dhToda アルゴリ
ズムに対する大域的収束性および収束次数
の解析 
 
固有値計算のためのシフト付き LR 法の収束
証明の方法に倣い，dhToda アルゴリズムに
対する大域的収束性の証明を行う。さらに，
シフト量が反復ごとに改良される場合の収
束次数の解析も併せて行う。 
 
(6) dhToda 方程式に対する保存量の導出 
 
dhToda 方程式の保存量自体は既に知られて
いるが，dhToda 方程式と数学的に等価な
dhLV 系に対する保存量が非常に簡便な手法
により導出されている。この導出方法を
dhToda 方程式に適用することで，dhToda 方
程式の保存量の簡便な導出を試みる。 
 
(7) dhLV 系の数理構造を利用した固有ベク
トルの計算手法の開発 



 
dhLV アルゴリズムが対象とする行列は非対
称な帯行列であり，固有値は複素数となるが，
実装上は実質的に実数のみの演算によって
複素固有値を求めることができる。固有ベク
トル計算についても，dhLV 系の数理構造を
利用して，複素数での演算を回避して固有ベ
クトルを求めるアルゴリズムを導出する。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) dhToda アルゴリズムに対する丸め誤差
解析 
 
混合型誤差解析手法を用いた dhToda アルゴ
リズムに対する丸め誤差解析により，dhToda
アルゴリズムは相対誤差の意味で高精度に
固有値を計算できることが明らかになった。
Koev (2005) が提案している TN 行列の固有
値計算アルゴリズムと比較して，dhToda ア
ルゴリズムの方が，固有値が受ける相対的摂
動が小さいことが明らかになった。 
 
(2) dhToda アルゴリズムの局所収束性解析 
 
dhToda 方程式と数学的に等価である qd 型
dhLV 系に対する中心多様体理論を用いた局
所解析により，収束の終盤において指数的な
収束性を示すことが理論的に示された。
dhToda 方程式に対しても，ある条件の下で
同様の収束性を示すことが明らかになった。 
 
(3) dhToda アルゴリズムに対する高速化の
ための原点シフト導入 
 
LR 法における原点シフト導入に倣い，形式
的に導入された dhToda アルゴリズムの原点
シフトに対して，行列の分解等の陽的な演算
を回避し，成分のみの演算で原点シフトの効
果を含めることに成功した。数値実験により，
原点シフトを導入した方がシフト無しの場
合よりも速く収束することを確認している。 
 
(4) シフト量の計算方法の開発 
 
TN 行列に対するシフト量について，Newton
シフトを改良したシフト戦略を提案してい
る。シフト後の行列に対する Newton シフト
を効率よく計算する方法を開発し，既に採用
しているシフト量に，新たに計算したシフト
量を加えることで，反復毎にシフト量が最小
固有値に近づくような実装が可能になった。 
 
(5) 原点シフトを導入した dhToda アルゴリ
ズムに対する大域的収束性および収束次数
の解析 
 
原点シフトを導入した dhToda アルゴリズム
について，原点シフトを最小固有値未満に選

べば大域的収束性が保証されることが明ら
かになった。さらに，反復毎にシフト量が改
善される改良型 Newton シフトを用いた
dhToda アルゴリズムに関する収束次数の解
析を行った結果，弱 2 次収束することが明ら
かになった。 
 
(6) dhToda 方程式に対する保存量の導出 
 
dhLV 系に対する簡便な保存量の導出方法を
応用して，dhToda 方程式に対しても簡便に全
ての独立な保存量を導出できることが明ら
かになった。 
 
(7) dhLV 系の数理構造を利用した固有ベク
トルの計算手法の開発 
 
dhLV アルゴリズムが対象とする非対称帯行
列について，固有ベクトルの成分には規則性
があり，放射状に分布することが明らかにな
った。この性質を利用することで，実数の固
有ベクトルのみを求めた後に偏角に関する
情報を付与することで，実質的に実数の演算
のみで効率的に複素固有ベクトルを計算で
きることが明らかになった。  
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