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研究成果の概要（和文）：A. 鏡像対象性のLandau-Gizburg 模型において、複素幾何学側の原始形式が定める平
坦構造の母関数が、シンプレクティック幾何側のWitten不変量を数え上げるFJRW理論の母関数が一致することを
例外型特異点の場合に示した。
B. キャンセル可能なモノイドの増大関数の逆転公式をモノイドが束とは限らない全く一般の場合に示した。特
に双対アルティンモノイドについて石部と共同で零点が(0,1]区間に集中する事を示し、Chapotonによる、二変
数の場合の分析を行った。 

研究成果の概要（英文）：A. We show that the generating function for the flat (Frobenius) structure 
associated with a primitive form coincides with the generating function counting the Witten 
invariant in FJRW-theory for the 14 unimodular exceptional singularities.
B. We determined the inversion formula for growth function of a cancellative monoid which may not 
necessaryily be a lattice. In particular, in case of dual Artin monoids, T. Ishibe found some 
orthogonal polynomial-like behavior of their real roots.

研究分野： 複素解析幾何学

キーワード： 原始形式　鏡像対称性　モノイドの増大関数　逆転公式　ド-ラム複体の直像

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
A. １４個の例外型の特異点に対し示された結果は、Landau-Ginzburg 模型において初めて示された非自明な鏡
像対象性でありそのあと Si Li 等により示された一般の場合の先導理論となった。非孤立特異点に対するドラ
ムコホモロジーの連接性は今後の研究の基礎となる。
B. 双対アルティンモノイドの逆転増大関数が直交多項式と強い親和性を示すことは全くの新しい現象で、応用
上も重要と思われる。
さらに上記のA.とB. の橋渡しをする理論を建設するのは将来の課題である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
A. 原始形式そのものは１９８０年代初めに周期積分を行うために被積分形式として導入
されていたが、その具体構成法は知られていなかった。2012 に始まる、Si Li 氏との共同
研究により、oscilatory integral factor を用いた、摂動近似的な方法が開発された。これ
により、従来計算されていなかった例外型の原始形式が形式的に計算ができる様になった
（当科研費に先行する科研費で行われた研究）。同じ時期に Ruan 等によりその鏡像対象
側の FJRW 理論の建設が進み、両者の比較が可能になりつつあった。以上が当科研費で
行われた鏡像対象性の研究の背景にある。  
B. 当科研費に先行する科研費において、アルティンモノイドの増大関数が計算された。そ
れは二点著しい特徴を持っていた。１。アルティンモノイドが束になる（最小公倍元を持
つ）事を用いて、増大関数ではなくその逆転式が計算された。２。逆転多項式は(0,1)区間
にランク数だけ実根を持つ（他には実根をもたない）。したがって、当科研費で行われた１。
モノイドが束でない場合の増大関数の逆転公式研究、２。双対アルティンモノイドの逆転
公式の零点を調べるのは、その自然な延長上にあった。 
 
２．研究の目的 
 
A. 研究の背景でも述べた様に、原始形式は複素幾何学的な目的で構成されたものであった
が、数理物理学における鏡像対称性における役割が認識されるに及んで、新たに、複素幾
何学の圏の中で原始形式を位置付けする必要が生じてきた。それは、ひとつには、研究分
担者の高橋が行なった様に圏論的原始形式の理論の構築、もひとつには研究代表者と共同
研究者（Si Li, Chenzheng Li, Yefeng Shen）と行った鏡像対象性の直接計算などの方向を
生み出した。  
B. 背景で述べた様な現象を理解するためにモノイドが束という条件を取り外して何が起
きるのか、また、アルティンモノイドでない場合にも何が起きているのか調べるなどの、
一般的な枠組みを構築する必要が生じた。 
 
３．研究の方法 
 
A. 原始形式の鏡像対称性における役割を直接検証するにあたり、その直前に開発された
oscilatory integral factor を用いた、摂動近似的な方法が（幾何学的な情報でないにも関
わらず）数え上げの母関数の計算に非常に有効に機能した。DWVV-方程式の縛りのために
低次の数項が関数全体を決定する。  
B. モノイドがキャンセル可能な場合、ミニマル公倍元の集合のタワーを考察することによ
り、数え上げの母関数を求めることができた。他方、双対アルティンモノイドについては、
直交多項式に似たロドリゲス公式を満たすことが示せ、３項からなるリカーション関係が
成立し、零点分布を順次調べることができる。 
 
４．研究成果 
 
A. 鏡像対称性に直接関わる結果としては「１４個の例外型の例外型の特異点に対し原始形
式が唯一定まり、それから定まる平坦構造の母関数は、Arnold strange duality により定
まる例外型特異点に対する Witten 不変量数え上げ（FJRW 理論）の母関数と一致する（発
表論文４）」がある。それは直後に Si Li 等により一般の重み付き多項式に拡張された。こ
れは鏡像対称性の理解への一里塚であるが、他方、数え上げの比較のみで幾何を含んでお
らず未だ深い理解に達していない。理解を深めるために、その後、大域的周期写像の理解
のために１）１４個の例外型の場合の周期写像の記述、２）ディスクリミナントの補集合
（特に楕円型、例外型）の記述、３）無限次元リー環を用いた universal family の記述、
４）平坦構造を三角圏の安定性条件の空間の上への建設、４）孤立特異点とは限らない族
に対する原始形式の理論の構築、などを進めている。４）の一部のみ（発表論文 1）を除
いて、研究を継続中である。  
B. 「キャンセル可能なモノイドに対し公倍元のなす塔の数え上げにより、普通の数え上げ
増大関数の逆転公式を与えることができる（発表論文 10）」およびその応用として単項イ
デアル環上の整行列のモノイド構造とその逆転公式の決定（発表論文 6）」は基本的な成果
と思われる。他方その証明はメビウスの逆転公式ではなくモノイドの積構造に基づくもの
で、数え上げでなく更にモチビックな基本構造として認識される。現在その視点から、更
に二変数化する理論を構築しており公表を予定している。他方「双対アルティンモノイド
が直交多項式と類似の性質を持つためにその零点が実区間(0,1]に集中する（発表論文 6）、
またその結果の Chapoton 二変数多項式への一般化（発表論文 3）」現在のところ他に類例
を見ない現象であり、その元来の分配関数の研究への応用、またはその原理的な理解双方
の研究を促している。 
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