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研究成果の概要（和文）：ランダムな媒質中のダイナミックスとそのスケール極限について、体系的に解析を行
った。大きな成果としては次が挙げられる。i) 境界のあるランダムなコンダクタンス上のマルコフ連鎖につい
て、媒質について確率１での収束定理を広い範疇で証明した。ii) ２次元一様全域木と呼ばれる、スケール極限
が共形不変なモデルについて、その上のランダムウォークの部分列の収束性を示し、極限過程の熱核評価を行っ
た。iii) 測度距離空間における飛躍型確率過程に関する熱核評価の安定性を証明した。

研究成果の概要（英文）：We studied dynamics on random media and their scaling limits in a 
systematical way. Our major achievements are as follows: i) We proved convergence of Markov chains 
on random conductances with boundaries under a wide framework. The convergence is with probability 
one with respect to the randomness of the media. ii) We proved sub-sequential convergence of the 
random walk on 2-dimensional uniform spanning tree, which is a random media whose scaling limit is 
conformal invariant, and gave detailed estimates of the heat kernel for the limiting process. iii) 
We proved stability of heat kernel estimates for symmetric jump processes on metric measure spaces. 
This was one of the major open problems in the area for more than 10 years.  

研究分野： 確率論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
80 年代後半以降、フラクタルを典型例とする
複雑な系の上に確率過程を構成し、その熱核
やスペクトルを解析する研究が大きく進展
した。その後、研究代表者を含む各国の研究
者達の一連の研究により、フラクタルで得ら
れた劣ガウス型熱核評価などの性質が「安定
性」を持つ、すなわち"理想的な"形状のフラ
クタルに限らず、ある種の摂動で不変な性質
であることが明らかになった。その後のさら
なる進展により、現在ではパーコレーション
を典型例とするランダム媒質へも応用が進
み、その結果これらのランダム媒質上の確率
過程の研究が、活発に行われている。代表者
と共同研究者の研究は、当該研究で世界の先
端を走っており、代表者が 2010 年の夏にフ
ランスの伝統ある夏の学校 St. Flour で行っ
た講義の講義録(5. 図書○2 参照)は、様々な
大学・研究所でセミナーテキストとして使わ
れた。代表者は、研究集会での参加者との議
論等を通じて、具体的な応用に動機づけられ
た確率論的ポテンシャル論の基礎理論の更
なる推進と、その（ランダム媒質など）複雑
な系への応用の重要性を再認識した。確率過
程論の手法と実解析的手法の融合により、複
雑な系を離散系・連続系の別なく統一的方法
で解析するという大きな目標を掲げたこと
が、本研究の開始当初の背景である。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、フラクタルやランダムな媒
質を典型例とする複雑な系の上で、確率論的
手法と実解析的手法を融合させることより
汎用性の高い手法を編み出し、広い範疇で離
散モデルとそのスケール極限の上の物理現
象を解析することである。そのための道具と
して確率論的ポテンシャル論の基礎理論を
展開し、測度付き距離空間やグラフ上の調和
解析学の発展にも寄与する事を目指した。具
体的には、以下の３つの研究を柱としたアプ
ローチを行った。 
A) 測度付き距離空間及びグラフ上の調和解
析-確率論的ポテンシャル論の基礎理論展開 
B) 離散複雑系の上のマルコフ連鎖の漸近評
価と、そのスケール極限の解析 
C) 複雑系の上の確率過程の調和解析とその
工学・材料科学への応用 
各々の研究は互いに有機的に結びつき、その
相互作用により研究全体を推進させた。本研
究は、複雑な系の動的理論を扱い、確率論的
ポテンシャル論を用いて離散系と連続系を
統一的に取り扱うという大きな特徴がある。 
 
３．研究の方法 
(1)本研究内容について造詣が深く、研究代
表者との個人的つながりもある9名の海外共
同研究者（Barlow 教授,Bass 教授,Biskup 教
授, Chen 教授,Deuschel 教授,Croydon 准教
授,Grigor’yan 教授、Kim 教授, Saloff-Coste

教授）を迎え、さらに Hambly 教授,Mathieu
教授らとも招聘や訪問による研究連絡を行
い、いくつかの共同研究を推し進めた。海外
主力研究者との広範なネットワークを生か
した共同研究は、本研究の大きな特徴である。 
(2) 研究目的の A)-C)に合わせて分担者をグ
ループに分け、熊谷が中心となってセミナー、
研究集会などで研究交流を行った。各々の専
門を生かした形で、広い意味で複雑な系の上
の離散確率過程とそのスケール極限に関連
する研究を多面的・有機的に推し進めた。 
(3) 研究期間中に多くの研究集会を行い（あ
るいはサポートし）、また代表者、分担者が
多くの国際研究集会に招聘された。代表者、
分担者が組織委員を務めた国際研究集会と
して、例えば以下のものが挙げられる。 
● Oberwolfach 研究集会「Heat kernels, 

Stochastic Processes and Functional 
Inequalities」（2013 年 5 月 5 日-11 日, 
Oberwolfach） 

● PIMS 研 究 集 会 「 Recent Trends in 
Stochastic Analysis」（2013 年 7月 22 日
-26 日, Vancouver） 

●  RIMS 研究集会「Stochastic Analysis」
（2015 年 9月 7日-11 日, 京都大学） 

● 「確率解析」（RIMS プロジェクト研究、
2015 年度） 

●  Oberwolfach 研究集会「Heat kernels, 
Stochastic Processes and Functional 
Inequalities」（2016 年 11 月 27 日-12 月
3日, Oberwolfach） 

この他、主に国内研究者を対象とした「確率
論シンポジウム」を毎年 12 月に開催し、「確
率論サマースクール」を 2014 年度、2016 年
度に開催するなど若手育成の役割も果たし
た。招待講演に関しての詳細は５.で記す。
本研究を遂行中に、代表者の熊谷がソウルで
の ICM の招待講演を行い、代表者、分担者が
数多くの国際研究集会で当該研究の詳細に
ついて講演を行ったことは、当該研究の国際
的な関心の高さを裏付けるものである。 
 
４．研究成果 
(1) 総括： 分担者・連携研究者・海外共同
研究者との連携により、離散複雑系とその極
限に現れる連続系の上の物理現象を統一的
に解析するという目的を、ある程度達成した。 
当初目標とした研究のうち、ランダム媒質中
のマルコフ連鎖とそのスケール極限の解析
については、確率論と実解析学の手法を融合
させた議論により、境界のあるランダム媒質
の マ ル コ フ 連 鎖 に 関 す る quenched 
invariance principle を広い範疇で確立し、
論文が雑誌に掲載された。また、共形不変な
スケール極限を持つ確率モデルのダイナミ
ックスについては、２次元 uniform spanning 
tree 上のランダムウォークの部分列の収束
と極限過程の熱核評価に関する成果を得て、
様々な国際研究集会で高く評価された。飛躍
型確率過程に関しては、一般の測度距離空間



における飛躍型確率過程に関する熱核評価
や Harnack 不等式の同値条件を研究し、これ
らの安定性を証明することで、当該分野にお
ける 10 年以上の重要な未解決問題を解決し
た。また、有限グラフ列の上のマルコフ連鎖
の族に関する研究の一環で、これらの直積空
間上のマルコフ連鎖のカットオフ現象を解
析するなど、当初予定していなかった方向に
も研究が拡がるという収穫を得た。これらは、
国際的な研究者交流を積極的に進め、国際共
同研究を深化、拡張したことが功を奏したも
のである。その結果、時間依存するランダム
媒質の解析など、さらに興味深い方向性が拡
がってきている。当該研究は国際的に引き続
き高い評価を受けており、国際研究集会につ
いては招待を受ける数が物理的限界を超え、
断らざるを得ない場面が増えてきている。ポ
テンシャル論、実解析学を体系的に用いてラ
ンダム媒質を研究するという研究手法に磨
きをかけて、更なる進展を目指したい。 
以下、代表者、分担者それぞれの主な研究成
果を具体的に記す。 
 
(2) 熊谷 隆 
○1 一般の測度付き距離空間における飛躍型
確率過程に関するハルナック不等式の同値
条件を研究し、これらの不等式の安定性を証
明した。 
○2 一般の測度付き距離空間における飛躍型
確率過程に関する熱核評価の同値条件を研
究し、熱核の安定性を証明した。これにより、
当該分野における 10 年以上の重要な未解決
問題が解決した。 
○3 時間依存する離散的なランダム媒質にお
いては、媒質の小さな摂動で離散時間マルコ
フ連鎖の長時間挙動が大きく変わり得るこ
とを示した。これにより、時間依存しないラ
ンダム媒質との顕著な違いが明確になった。 
○4２次元 uniform spanning tree(UST)上のラ
ンダムウォークの収束について考察した。ラ
ンダムウォークのスケール列の部分列が、
UST 上のブラウン運動に収束する事を示し、
さらに極限過程の熱核の詳細な評価を得た。
○5ランダムコンダクタンスモデルで、コンダ
クタンスの値が上から有界、原点周辺で多項
式増大する場合に、対応するマルコフ連鎖の
熱核の精密な評価を与えた。特に、ガウス型
熱核評価をもつための条件を、原点での増大
度のオーダーを用いて導き出した。 
 
(3)相川弘明 
○1 非有界集合の容量密度について考察した。
半径一定の球に対する容量密度の中心を動
かしたときの下限（下容量密度）を研究し、
半径を大きくしたときの下容量密度の極限
値は 0 か 1 に限る 0-1 法則（dichotomy）を
様々な状況で示した。 
○2 グラフで与えられた領域が大域的境界
Harnack 原理をみたすかどうかについて研究
し、成立するためのグラフのシャープな滑ら

かさを明らかにした。また、様々な容量大域
平均の 0-1 法則を導いた。 
○3一般領域のDirichlet最小固有値を容量的
幅を用いて評価した。熱半群に対する
intrinsic ultracontractivityを容量的幅と
Green 関数により導いた。集合の capacity
に関する密度を考察し、密度をとる球の半径
が大きくなったときの極限 は 0 か 1 しかな
いことを導いた。 
 
(4)舟木直久 
○1 発散項を持つ確率偏微分方程式である 
KPZ 方程式、多成分 KPZ 方程式、質量保存確
率アレン・カーン方程式の鋭敏界面極限、確
率的摂動を持つ平均曲率運動、数理生物で用
いられる adaptive dynamics の基礎付け、１
階の確率偏微分方程式の離散近似などにつ
いて考察した。 
○2 多成分がカップルした KPZ 方程式は流体
力学揺動理論において重要な役割を果たす
が、無限大の発散を繰り込む必要がある。単
純な繰り込みを行った場合と、不変測度の解
析に適した繰り 込みを行った場合の違いを
パラコントロール理論を用いて解析した。 
○3 水 中 の 泡 の 運 動 を 記 述 す る
Rayleigh-Plesset 方程式の確率摂動ならび
に界面揺動を記述するKPZ方程式の不変測度
等について調べた。 
○4 ヤング図形の集合上で空間的な一様性の
ない保存量から定まるカノニカルなアンサ
ンブルを考え、サイズを大きくする極限の下
でのアンサンブル同値を示した。 
 
(5) 竹田雅好 
○1 既約性, 強フェラー性, 緊密性なる三つ
の性質をもつ対称マルコフ過程の半群はコ
ンパクト作用素になることを示し、時間変更
過程や吸収壁マルコフ過程の半群やファイ
ンマン・カッツ半群の中に応用例を見つけた。 
○2 ランダムな時間変更を定義するスムーズ
測度がグリーン緊密であれば, 時間変更過
程のマルコフ半群がコンパクトになること
を示し、対称安定過程の場合にはグリーン緊
密性がコンパクトであるための必要十分条
件になる場合があることを示した。 
○3 ディリクレ形式にポテンシャル項を加え
てできる正定値シュレディンガー形式に対
する臨界性・劣臨界性、最大値の原理、 リ
ュービル性の判定を時間変更過程のスペク
トル下限で与えた。 
○4強 Feller 性と既約性を持つ対称マルコフ
過程に対して、そのレゾルベントにある種の
緊密性を仮定すると、その生成作用素に
ground state が存在することを示した。その
応用として、一様な Donsker-Varadhan 型大
偏差原理を示した。 
 
(6) 木上淳 
○1 Stretched Sierpinski gasket と呼ばれる 
Sierpinski gasket の分岐点を区間で置き換



えた集合上の確率過程の研究を行い、
symmetric な local regular Dirichlet form 
の完全な分類を行った。 
○2 Z.-Q. Chen 氏との共同研究により、jump
核の下からの評価が任意の anulus の一定の
割合の領域の上で成り立つ場合に、その領域
上で対応する熱核の下からの評価が得られ
ることを、幾つかの例において示した。 
○3 N- 次 元 の 立 方 体 を 含 む  Sierpinski 
carpets の上の Brownian motion の time 
change について考察を行い、time change が
可能であり、熱核が存在し連続関数になるた
めの十分条件や、熱核の漸近挙動について幾
つかの結果を得た。 
○4 ユークリッド空間を含む Sierpinski 
carpet 上のブラウン運動の時間変更につい
て考察し、スピード測度がユークリッド距離
に対して volume doubling property を持つ
時 に は 、 ユ ー ク リ ッ ド の 距 離 と
quasisymmetric な距離が存在して、時間変更
過程の熱核はその距離に関して劣ガウス型
の評価を持つことを示した。 
  
(7)日野正訓 
○1 一般の状態空間において強局所ディリク
レ形式に低階項の摂動を加えた2次形式に付
随する正値保存半群の短時間漸近評価につ
いて研究し、半群が積分型ヴァラダン評価を
持つための十分条件を与えた。 
○2 一般の状態空間における強局所正則ディ
リクレ形式に付随する指数の決定問題に取
り組み、ある付加条件の下で指数がスペクト
ル次元で上から評価されることを証明した。 
○3 フラクタル上のエネルギー測度の分布に
ついての研究を行った。R. Bell, C. W. Ho, 
R.S. Strichartz による先行研究において提
出された２つの予想のうち1つを肯定的に解
決した。 
○4 ウィナー空間上の局所有界変動関数に関
する理論展開を行った。一般論および確率解
析への応用を論じ、従前知られていた有界変
動関数の場合とほぼ同様な結果が得られる
ことを示した。また、古典ウィナー空間にお
ける具体的な集合の指示関数が局所有界変
動となるための十分条件を与えた。 
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