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研究成果の概要（和文）：サイバーグウイッテン理論でのバウアー古田によるモノポール写像を、AHS複体が閉
像である場合に、普遍被覆空間上で構成した。そのためには作用素代数を土台にしたHigson-Kasparov-Troutに
よるHilbert空間上の無限次元Bott周期性を用いた。特に線形化写像が同型を与える場合に、被覆モノポール写
像度を同変E群の元として与え、そこから群環に関わるK群の間の準同型を構成した。それがバウアー・古田によ
るモノポール写像度の普遍被覆版に相当する。その応用として、4次元スピン分類多様体に対して、新しい位相
不等式を予想し、一般型極小複素曲面を含む多くのクラスでそれが成立することを示した。

研究成果の概要（英文）：I have constructed a monopole map over the universal covering space of a 
compact oriented smooth four manifold. We apply the infinite dimensional Bott periodicity by 
Higson-Kasparov-Trout. In particular its degree  was given when the linearized map is isomorphic, as
 an element in the equivariant E theory. It produces a homomorphism between K group of C* algebras 
related to the group ring. It corresponds to a covering version of the Bauer-Furuta degree. 
As an application, we proposed an aspherical 10/8 inequality for spin classifying 4 manifolds. We 
have also verified that it certainly holds for large class of 4 manifolds which includes complex 
minimal surfaces of general type.
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１． 研究開始当初の背景 
 
コンパクト多様体上で展開されてきた
Atiyah-Singer 指数定理は，その上の非線
形解析に関わるモジュライ理論と，その被
覆空間上で展開される非コンパクト多様体
上の群作用付指数定理へと，それぞれ独自
の発展を遂げた．ここではその両者を合わ
せた，被覆空間上のモノポール写像度の構
成とその応用の研究を行う．  
 
2. 研究の目的 
 
コンパクト多様体上の線形楕円型作用素に
関わる大域解析は，Atiyah-Singer 指数定
理を一つの土台として，微分幾何学と位相
幾何学とを結びつける．それは現代の発展
において少なくとも，非線形性と空間の非
コンパクト性による２つの明確な方向性が
与えられている．前者は非線形楕円型作用
素の解集合を研究対象とするモジュライ理
論であり，特に楕円型作用素の指数はその
モジュライ空間の接空間として理解される．
ゲージ理論やシンプレクティック幾何学に
現れる基本的なメカニズムであり，無限次
元空間内において多様体論の構成を行うも
のである．後者はコンパクト多様体の普遍
被覆空間上にすべての構造を持ち上げるこ
とで自然に与えられる，基本群作用付きの
線形楕円型作用素の指数を，離散群の表現
論的にK理論を用いて理解するAtiyahのΓ
指数定理を基本としている．L^2 コホモロ
ジー理論や幾何学的群論を通じて，群作用
素環加群を幾何学的に解析するものであり，
非可換幾何学と呼ばれる． 
ここではその両者を融合させた，非コンパ
クト空間上での非線形楕円型作用素のモジ
ュライ理論の研究を行った．特に，サイバ
ーグ•ウイッテン理論でのバウアー•古田に
よるモノポール写像を，普遍被覆空間上で
構成し，その応用を見出すことが目的であ
る．非可換幾何学の発展において理解され
てきたことは，普遍被覆空間上の解析には
基本群の大域解析的な構造が大きく反映さ
れることである．バウアー•古田理論の普遍
被覆空間版の構成とともに，その解析が適
合する離散群のクラスの研究も同時に行う． 
 
３．研究の方法 
 
非コンパクト空間上での函数解析的手法を
開発することを行った．これまで、非線形
偏微分方程式を用いたコンパクト多様体上
の解析は大きく発展してきた．一方で非コ

ンパクト空間上の解析は，Atiyah-Singer
指数定理を拡張する研究が大きく進展して
きたものの、その非線形版は始まったばか
りでありいまだ発展途中である. コンパク
ト多様体上で機能してきたメカニズムをそ
のまま非コンパクト空間上で行うことは，
一般的にはほとんど不可能であるが, それ
が実行可能となる幾何学的な空間のクラス
を定式化することで、非線形編微分方程式
を用いた非コンパクト空間上の大域解析の
構成を行った． 
無限次元ヒルベルト空間の間の非線形な写
像に対して，対応する写像度を K群の言葉
で記述することが基本的な方法である．コ
ンパクト多様体の場合には，バウアー古田
による有限次元近似の手法が確立されてお
り，基本的には有限次元ベクトル空間の間
のプロパー写像に対する写像度を求めるこ
とに帰着される．ここでは真に無限次元空
間の間の写像に対して，その写像度を定め
る必要がある．そのためには作用素代数を
土台にした Higson-Kasparov-Trout による
Hilbert空間上の無限次元Bott周期性を用
いた．また，L^2 コホモロジー理論を適用
することで， 
古田の 10/8 不等式の普遍被覆版が成立す
る離散群のクラスを見い出す．具体例での
計算も重要であるが，それに関しては
residually finite な群に対して，ある種
の写像度の列の極限として求める手法を与
える． 
 近年オートマタ群の理論が無限群論にお
いて大きく進展している．そこで得られて
きた解析的手法を普遍被覆空間上の解析に
応用することで，L^2 コホモロジー群の計
算を進展させる． 
 
 
 
４．研究成果 
 
被覆空間上で AHS 複体が L^2 閉像である場
合に、被覆モノポール写像が局所強プロパ
ーであることを示した．特に線形化写像が
同型を与える場合に，被覆モノポール写像
度が同変 E群の元として与えられ，そこか
ら群環に関する作用素代数の K群の間の準
同型が構成された．それがバウアー・古田
によるモノポール写像度の普遍被覆版に相
当する． 
 モノポール写像度の構成の応用として，古
田によって位相不変量の間の新たな不等式



b_2(M)≧ 10/8 |σ(M)| がコンパクト spin 
4 次元多様体に対して与えられた．被覆モ
ノポール写像度の応用として，ここでは
spin 4 次 元 分 類 多 様 体 上 で 新 し い
aspherical 不等式 |χ(M)|≧ 10/8 |σ
(M)|を提案した．これは古田の方法を普遍
被覆空間上で構成し，分類空間の L^2 コホ
モロジーに関する Singer 予想を組み合わ
せれば得られる． 
 具体例では，曲面束の場合には Kotchick
が，基本群がamenableの場合にはBohrが，
上記とは全く異なる手法により、4 次元多
様体の個別な性質に基づいて示していた．
同様にここでは一般型極小複素曲面の場合
に上の不等式が従うことを示した． 
 また古田の 10/8 不等式の普遍被覆空間
版については，L^2 コホモロジー理論に関
するリュックの定理を適用することで，基
本群が residually finite であるときに成
立することを示した．グロモフ双曲群の多
くが residually finite であることが知ら
れており，これは離散群の大きなクラスを
与える．その一方でここでの手法は，有限
群の無限列を用いることが本質的なアイデ
アであり，residually finite でない無限
群に対しては全く拡張できない． 
 Kasparov-Nakamura との共同研究により，
古田の 10/8 不等式について、アダムス作用
素を用いることで別証明を与えた． 
 基本群が自由アーベル群の時の被覆モノ
ポール写像度を，p-進整数環の類似物に値
を持つ具体的な射影作用素により，K 群の
元で与えた．それは Kasparov による射影作
用素と， Bryan による巡回有限群が作用す
る場合の同変写像度の計算とを組み合わせ
ることで得られた． 
  辻本・Zuk との共同研究により，オート
マトンに対応する Markov 作用素に関して，
箱玉系と呼ばれる可積分系に現れる対象と，
オートマタ群の代表的な例であるランプラ
イター群のそれとを比較することで，両者
の固有値が完全に一致することを示した．
それは完全離散で，区間において稠密に分
布している． 
 オートマタ群や箱玉系が関わる力学系の
スケール変換の幾何学について，教科書を
書いた． 
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