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研究成果の概要（和文）：結び目や３次元多様体の量子不変量を用いて、低次元、すなわち２次元、３次元の幾
何学の離散量子化の構成を目指した。そのため、カラードジョーンズ不変量だけでなく、カラードアレキサンダ
ー不変量、ヘニングス不変量、対数型不変量といった多様な量子不変量とそれらの関係について調べ、また、空
間グラフの量子不変量についても研究を行い、対応する幾何的な構造との関係を調べた。とくに、幾何構造から
定まる双曲体積については上で述べた多くの量子不変量で対応がつくことを明らかにできた。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to construct discretized quantum geometry for 2 
and 3 dimensional case.  To do this, various quantum invariants and their relations are studied.  
For example, we study the colored Jones invariant, the colored Alexander invariant, the Hennings 
invariant and the logarithmic invariant.  Quantum invariants for knotted graphs and its relation to 
the geometric structure is also studied.  Especially, we get the relation between quantum invariants
 and hyperbolic volume determined by the geometric structure for various quantum invariants.  
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,１．研究開始当初の背景 
(1) １８８４年の V. Jones による結び目の
ジョーンズ多項式の発見を契機として、結び
目や３次元多様体の数多くの量子不変量が
構成された。２０００年前後にこれらの不変
量と幾何構造の関係が R. Kashaev の研究
をきっかけとして次第に明らかになってき
た。この関係を「体積予想」と呼んでいるの
であるが、量子不変量の準古典極限を考える
ことで結び目補空間の双曲構造が直接見え
るようになってきた。 
 
(2) 研究開始の時点では、体積予想のような
対応はごく限られた結び目の不変量につい
てしか明らかにされておらず、一般の３次元
多様体やその中の結び目に対して同じよう
な理論があるかどうかは知られていなかっ
た。 
 
(3) 幾何学の量子化についてはこれまでもゲ
ージ理論を始めとする様々な手法により多
様な試みがなされているが、長さや角度とい
ったものを離散化した量子化はまだ構成さ
れていない。 
 
２．研究の目的 
(1) 結び目や３次元多様体の量子不変量とそ
の体積予想に着目し、長さや角度といった幾
何学の基本的なパラメータを離散化した量
子化を構成する。 
 
(2) 通常の３次元空間中の結び目だけでなく、
一般の３次元多様体やその中の結び目に対
しても幾何構造と量子不変量の関係を明ら
かにし、離散量子化された幾何構造がどのよ
うなものかを一般的に明らかにする。 
 
(3) 幾何構造と対応する量子不変量としてよ
り自然なものを構成する。 
 
３．研究の方法 
(1) 結び目のカラードジョーンズ多項式に関
連した体積予想の証明を進める。体積予想の
証明は量子２重対数関数、ポアソン和公式、
鞍点法を組み合わせることで行われるので、
これらについて専門家と研究連絡を行いな
がら理解を深める。 
 
(2) 対数型不変量を用いて、体積予想を３次
元多様体やその中の結び目に拡張する。 
 
(3) 体積予想を空間グラフに拡張し、その補
空間の幾何構造との対応を調べる。 
 
４．研究成果 
(1) まずこれまで知られている体積予想に
ついて、その幾何学的意味を整理した。横田
（参考文献 ⑤）により Kashaev によるオリ
ジナルの予想に対する幾何学的説明は得ら
れていたのであるが、この体積予想で得られ

るものが本当に幾何学的な双曲体積と一致
するかどうかははっきりしていなかった。そ
れに対し、雑誌論文 ⑦ では量子 R行列から
の構成法に対する幾何学的解釈を与えた。こ
の解釈を用いることで、幾何学的な双曲体積
が必ず得られることが参考文献 ④ で示さ
れており、体積予想における根本的な疑問の
１つを解決することができた。 
 
(2) 量子不変量とは、主としてリー環の量子
化である量子群から構成されている。体積予
想に関連する結び目の量子不変量を量子群
の表現論的観点から見直し、以前参考文献 
⑥, ⑦ において研究を行っていた対数型不
変量が幾何学的な性質とうまく対応するこ
とを見出した。対数型の不変量はカラードア
レキサンダー不変量の特殊化として得られ
るのだが、このカラードアレキサンダー不変
量を結び目だけでなく３次元空間中の空間
グラフに拡張し、特に４面体に対応するグラ
フに関して、不変量と四面体の双曲体積との
関係を明らかにした。（雑誌論文⑤）さらに
４価以上の価数の頂点を持つ空間グラフに
関してもカラードアレキサンダー不変量を
拡張し、双曲体積との関係を調べた。（雑誌
論文 ②） 
 
(3) 対数型の結び目の不変量がその結び目
を軸とする錘多様体の双曲体積と対応する
のだが、これを一般の３次元多様体中の結び
目の不変量に拡張し、結び目補空間の双曲体
積との関係を調べた。（雑誌論文 ①）対数型
不変量を３次元多様体中の結び目の不変量
に拡張するために、ヘニングス不変量を用い
た。ヘニングス不変量は参考文献 ⑧，⑨ で
構成された不変量で、対数型不変量の構成に
用いられる制限された量子群に対し、これが
有限次元のホップ代数であるということに
注目し、有限次元ホップ代数の右積分と呼ば
れる関数が絡み目のカービー変形と相性が
良いことを利用して作られた不変量である。
対数型不変量とヘニングス不変量は同じ量
子群をベースとしているため、自然に統合す
ることができた。 
 
(4) 空間グラフの特別な場合として平面グ
ラフがある。平面グラフは曲面上に描くこと
で多面体を表すグラフともみなすことがで
きる。体積予想の空間グラフへの拡張をこの
多面体を表すグラフに適用することで、双曲
多面体や３次元球面内の多面体の体積を計
算するための新しい手法を得ることができ
た。（雑誌論文 ③，⑥） 
 
(5) ４価以上の頂点を持つ空間グラフに対
する量子不変量である横田不変量を用いて、
ハンドル体結び目の不変量を得た。ハンドル
体結び目とは、ハンドル体を３次元空間に埋
め込んだもののことである。結び目の場合に
は、ほとんどの場合についてその補空間に双



曲構造が入ることが知られているが、その構
造は、トーラスと同相な境界のある多様体で、
境界は双曲構造から定まる距離に関してど
の点からも無限に遠いところにある。これに
対し、ハンドル体結び目では、境界は種数の
ある曲面となり、補空間に双曲構造が入る場
合には、その境界の曲面は有限の場所にあり、
境界面は測地的になっている。すなわち、幾
何構造に関して平らになっているのである。
このような幾何学的性質が、この新しく構成
されたハンドル体結び目の準古典極限の様
子と対応することを明らかにした。（雑誌論
文④） 
 
(6) 対数型不変量の表現論的背景として、特
殊化された量子群の半単純ではない表現が
重要であることが既にわかっていた（参考文
献 ⑥）。量子群の量子化のパラメータ q が
一般の変数であるときは量子群の有限次元
表現は既約な表現の直和となるのだが、 q 
を１の冪根にすると必ずしも既約表現に分
解するとは限らない。このような既約でない
表現を q が一般のときの既約な表現から構
成する手法を用いて、対数型不変量のカラー
ドジョーンズ不変量による表示を得た。（参
考文献 ③）対数型不変量をカラードアレキ
サンダー不変量から得る公式は参考文献 ②
で得られていたのであるが、本研究では、カ
ラードジョーンズ不変量で q が一般の変数
のものの、q による１階微分を用いて対数型
不変量を得ることができ、既存のよく知られ
た不変量から対数型不変量の研究を進める
新しい手法を与えることができた。 
 
(7) 本研究を進めている途中で、２０１５年
の春に Chen と Yang による参考文献 ② 
でもって、量子不変量の体積予想についての
新しい展開がもたらされた。体積予想の研究
では、多くの場合量子不変量の q を１の原
子 n 乗根に特殊化する必要があり、これま
では q = exp(2πi/n) と置いていたのであ
るが、彼らはこれをその２乗、すなわち exp(4
πi/n) とすることで、これまで結び目でし
か見られなかった双曲体積と量子不変量と
の関係が３次元多様体の量子不変量につい
ても成り立つことを見出した。この手法を空
間グラフの量子不変量やカラードジョーン
ズ多項式に適用することで、多様な状況のも
とで量子不変量と対応する３次元多様体の
双曲体積とが対応することが明らかとなっ
た。（学会発表 ②） 
 
(8) 量子不変量と対応する３次元多様体の
双曲体積が対応するという体積予想は幾何
学だけでなく物理学や整数論においても注
目されている。そこで２０１６年９月に体積
予想に関心を持つ研究者を集めた研究会を
開催し、交流をはかった。その成果として、
この研究会の参加者である物理学の研究者
が数理物理的視点から体積予想を一般的に

扱った研究が発表された。（参考文献 ①） 
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