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研究成果の概要（和文）：森本和輝（神戸大学）との共同研究によって，5次元以上の奇数次の特殊直交群上の
尖点表現について，special Bessel periodが非消滅ならば，対応するL函数の函数等式の中心における特殊値が
非消滅である，というGross-Prasad予想を証明した．
同じく，森本和輝との共同研究で，anisotropicな特殊直交群上の保型表現とGL(2)の正則尖点形式に対応する尖
点表現のテンソル積L函数について，幾つかの臨界点における特殊値の代数性を証明した．

研究成果の概要（英文）：In a joint work with Kazuki Morimoto of Kobe University, we proved one 
direction of the Gross-Prasad conjecture in the case of special Bessel periods for SO(2n+1). Namely 
we proved that the non-vanishing of the special Bessel period for SO(2n+1) implies the non-vanishing
 of the central value of the corresponding L-function. We also proved the converse in some cases.
In another joint work with Kazuki Morimoto, we proved the algebraicity of some critical values of 
the tensor product L-functions for SO(V) times GL(2) where V is anisotropic. Our result involves 
some unbalanced cases of the Rankin triple L-function for GL(2).

研究分野：保型L函数
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１．研究開始当初の背景 
 
数論的に意味のある L函数について，その特
殊値を考察することは，現代の数論における
中心的研究課題の１つである．特殊値の代数
性を示すことは，更に深い数論的性質の解明
への重要なきっかけを与える．また，Birch & 
Swinnerton-Dyer予想に見られるように，函
数等式の中心における特殊値は特別に重要
な意味を持つと考えられる． 
本研究は， 
課題 A：IV型領域の正則 Eisenstein級数の
Fourier 係数の代数性を用いて，Eisenstein
級数の Bessel periodに現れる L函数の特殊
値の代数性を示す． 
課題 B：次数 2 の正則 Siegel 尖点形式の
Bessel periodに関する Boechererの予想に
相対跡公式を用いてアプローチすること． 
以上二つの課題を動機として開始された． 
 
２．研究の目的 
 
課題 Aにおいて現れる L函数は，anisotropic
な特殊直交群とGL(2)のテンソル積 L函数で
ある．この特別な場合として，GL(2)の
Rankin triple L函数でunbalancedな場合が
含まれる．これについては，函数等式の中心
での特殊値については Harris-Kudla, 市野
等の結果があるが，それ以外の臨界点での特
殊値については，市野−池田が得た場合を除
いては，これまで得られた結果を知らない．
anisotropic な特殊直交群上の保型表現はあ
る意味で自明に代数的であるが，これまであ
まり研究がなされていない．この点からも，
上記のL函数の特殊値の研究は興味深いと思
われる． 
課題BにおけるBoecherer予想に現れるのは，
次数２の Siegel 尖点形式のスピノル L 函数
とそれを２次指標で捻ったL函数の積の函数
等式の中心における特殊値である．また，
Bessel periodは，古典的な Fourier係数の虚
２次体のイデアル類群上の和，として表され
る．したがって，古くから親しまれている
Fourier係数に L函数論的に意味のある数論
的に重要な不変量が関係しているという，驚
異的な事実を示していることになる． 
以上を解明するのが，本研究の目的である． 
 
３．研究の方法 
 
課題 A については，Eisenstein 級数の
Fourier 係数をとった後に，anisotropic な
特殊直交群上の保型形式を重みとした（本質
的には有限）和を取ることになる．これの代
数性を示さなければならない．これを実行す
るに当たっては，automorphic vector bundle, 
canonical model の理論等を細心に注意深く
適用しなければならない．また，無限素点で
の積分に関しては，explicit な計算を実行し
なければならない．そのためには，うまい変

数変換を取ることが重要になる．これらを森
本和輝（神戸大学）との共同研究として行っ
た．森本は単独で，Deligne 周期の計算を行
い，得られた特殊値の代数性の結果が，
Deligne予想とconsistentであることを示す
のにも成功した． 
課題 Bについては，1990 年代の後半以来，長
年に渡って，Joseph A. Shalika, Kimball 
Martin との共同研究として，相対跡公式によ
るアプローチでの研究を行ってきた．我々は，
Boecherer の予想及びそれの自然な一般化に
アプローチする３つの相対跡公式を定式化
し，それらに関する基本補題 (Fundamental 
Lemma)を Hecke環の単位元に関して証明した．
さらに，第一と第三の相対跡公式については，
Macdonald 多項式の理論を用いて，基本補題
の Hecke 環全体への拡張を証明し，Memoirs 
of the American Mathematical Society より
2013 年に公刊した．本研究開始時は，この路
線を継続し，第一と第三の相対跡公式につい
て，局所軌道積分の smooth matching を証明
することを目標としていた．その，雛形とし
て，まず GL(2)の類似の問題を考察していた．
非アルキメデス局所体上の smooth matching
は，困難な問題とは思われなかったが，アル
キメデス局所体上の smooth matching は思っ
ていたよりも手強いように思われた．また，
GL(2)でも自明でない問題を GSp(2)に拡張す
ることはなかなか困難な問題に思われた．ま
た，smooth matchingが証明できたとしても，
その後には，相対跡公式の spectral な問題
を克服しなければならず，これはさらに困難
な問題と思われた．そのような事情で，相対
跡公式による課題 Bの研究は，停滞を余儀な
くされていた． 
一方，1990 年代後半に相対跡公式によるアプ
ローチに専念する以前には，テータ対応によ
るBoecherer予想へのアプローチを考えてい
た こ と が あ っ た ． そ の 時 点 で は ，
multiplicityやirreducibilityの問題など，
テータ対応の基本的な理論でまだ確立され
ていないものが沢山あり，それを主な理由と
して，このアプローチを諦めていた．しかし，
以来 20 年近くの時間がすぎ, Gan-Takeda に
よる Howe 予想の完全解決，山名による
doubling method の完成等，テータ理論の基
礎理論は確立したように思えた．そこで，
2015 年の秋から，最新のテータ対応の理論に
精通している森本和輝との共同研究として，
テータ対応による課題Bの再考察を開始した．
方 法 と し て は ， PGSp(2) が accidental 
isomorphism により，split な SO(5)と同型で
あることを使って，2次の metaplectic group
との間のテータ対応を考察し，その両方向に
ついて，Whittaker period の引き戻しを計算
することによって行われた． 
 
４．研究成果 
 
課題 A については，まず設定の simple な場



合について証明し，American Journal of 
Mathematicsから2014年に公刊した．そして，
次に一般の場合について考察し，その論文も
American Journal of Mathematics から 2016
年に公刊した．第二の論文においては，考察
する臨界点を左にずらすに当たって，微分作
用素を用いるのでは無く，Eisenstein 級数の
K-type を変えることによって，行うことに成
功した．これを体系的に行った論文はこれま
で無かったのではないかと思われる． 
課題 Bについては，より一般に，SO(2n+1)と
n 次の metaplectic group の間のテータ対応
を考えることによって，SO(2n+1) x SO(2)の
special Bessel period に 関 す る
Gross-Prasad予想の1つの方向について証明
することができた．すなわち，special Bessel 
period が zero でないならば，対応する L 函
数の特殊値が zero でないことを示すのに成
功した．また，Arthur の予想が quasi-split
でない群にまで拡張されたという仮定を置
くと，逆方向についても満足の行く結果が得
られることを示すことができた．これらの結
果は，オンライン版は既に，Mathematische 
Annalen より公刊されている．予想していた
よりも，はるかに迅速に研究は進行した． 
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