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研究成果の概要（和文）：本研究では，(1)整数係数の方程式で定義された楕円曲線の有理点群の生成元や整数点を調
べる(2)ディオファンタスの2組の5組への拡張可能性を調べる の2つの目的を遂行した．(1)について，楕円曲線C_m:x
＾3+y＾3=m（mは3乗因子をもたない）に対しC_mの有理点群の階数が1，2の各場合に生成元および整数点を決定した．
また楕円曲線E＾N:y＾2=x＾3-N＾2x について，E＾Nの有理点群の階数が2や3の場合に生成元を具体的に調べた．(2)に
ついて，a<b<a+4*sqrt{a}やb<3aを満たすディオファンタスの2組{a,b}はディオファンタスの5組に拡張できないことを
示した．

研究成果の概要（英文）：Our purpose of this research are (1) to study the generators and integer points 
on elliptic curves defined by equations having integral coefficients, and (2) to examine the 
extensibility of Diophantine pairs to Diophantine quintuples. For (1), let C_m be the elliptic curve 
defined by x＾3+y＾3=m, where m is cube-free. Then we determined the generators for the group C_m(Q) of 
rational points on C_m and integer points on C_m in the cases where C_m(Q) has rank 1 or 2. Moreover, we 
explicitly investigated the generators for the group E＾N(Q) of rational points on E＾N defined by 
y＾2=x＾3-N＾2x in the case where the rank of E＾N(Q) is 2 or 3. As for (2), we showed that any 
Diophantine pair {a,b} satisfying a<b<4*sqrt{a} or b<3a cannot be extended to a Diophantine quintuple.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 楕円曲線　不定方程式　モーデルヴェイユ群　生成元　整数点　連立ペル方程式
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 整数係数の方程式で定義された楕円曲線
に対し，Mordell の定理より  の有理数体
上の有理点のなす群  は有限生成ア

ーベル群であり，そのねじれ部分群を決定す
ることは容易であるが，自由部分群について
は，階数を決定することすら一般には容易で
はない． 
また，Siegel の定理より の整数点は高々

有限個であり，Baker によって整数点の個数
の上限が明示的に与えられているが，その上
限は非常に大きく，整数点を決定することは
やはり一般には容易ではない． 
 
① Fermat の 3 次式の 3 次 twist 
 (  は 3 乗因子をもたない整数) で定義

される楕円曲線 に対し，Everest, Ingram, 
Stevens は，  の階数が 1ならば 	の
整数点は高々2 つであり，しかもそのうちの
1 点が  の生成元に入ることを示した
（Everest-Ingram-Stevens，2009 年)．証明
には elliptic divisibility sequence が使
われている． 
研究代表者は，標準的高さ(canonical 

height)を精密に計算することにより上記 
Everest らの結果の簡明な別証明が与えられ
るであろうことに気づいた．また， の
階数が 2 の場合にも， の生成元や
上の整数点が決定できるのではないかと考
えた． 
 
② 研究代表者は寺井伸浩氏と共に，「無限に
多くの」正整数の無限族 に対し

 （ は 4 乗因子をもたない正整数）
の形の楕円曲線の有理点群 の自由部分
群のある 2 点が の生成元に入ることを
示した（Fujita-Terai，2011 年)．さらに研究
代表者は， に関する条件を 1 つ付け加える
ことにより，様々な無限族 に対してある 3
点が の生成元に入ることを示した
（Fujita，2013 年）． 
上記の楕円曲線 において， は平方数と

はならないが，合同数 に伴う楕円曲線
 に対しても，階数が 2 お

よび 3 の場合に の生成元が決定でき
るような無限族 の表示が見つかるのでは
ないかと考えた． 
 
(2) 相異なる正整数の集合  は，す
べての  に対し が平方数である
ときディオファンタスの 組であると呼ば
れる．古くからディオファンタスの 5 組は存
在しないという予想がある．ディオファンタ
スの 6 組は存在せず，ディオファンタスの 5
組は高々有限個しか存在しないこと（Dujella, 
2004 年）や，ディオファンタスの 2 組 

 はディオファンタスの 5 組に
拡張できないこと（Fujita, 2008 年）などが
知られている． 

研究代表者は，2 つの代数的数の対数の 1
次形式に関するBakerの方法とRickertによ
る連立有理数近似（Rickert，1993 年）の改
良を利用すれば，上で述べた後者の結果を一
般化できるのではないかと考えた． 
 
 
２．研究の目的 
 
(1)  
① 楕円曲線  上の有理
点の標準的高さを局所的高さを使って計算
することにより， の有理点群
の階数が 1 や 2 の場合に，生成元や整数点を
調べる． 
 
② 正整数 がある条件を満たすとき，楕円

曲線 について，局所的高

さ（local height）を利用して標準的高さを明

示的に評価することにより， の有理点群

の階数が 2 や 3 の場合に， の生

成元を調べる． 

 
(2) まず Rickert による連立有理数近似を
我々の状況において改良したものを用いて，
与えられたディオファンタスの 2 組

に対し，  がディ
オファンタスの 3 組となるような最小の  
の上限を求める．次に，2 つの対数の１次形
式に関する Baker の方法を用いて，様々な無
限に多くのディオファンタスの 2 組 に
対し， がディオファンタスの 5 組に拡
張できないことを示す． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1)  
① 上の整数点 の における像 の
標準的高さを評価することと 上の無
限位数の点の標準的高さの一様な下限を求
めることにより， の階数が 1 の場合に整
数点が高々2 つであることを示す．標準的高
さの評価には，Silverman による局所的高さ
を計算するためのアルゴリズム（Silverman，
1988 年）を利用する（標準的高さは局所的高
さの和として計算することができる）．また，
階数が 2 の場合には

 と表されると仮定して，
同様に生成元を決定する．なお，このように
表される の例として，例えば 

 

がある（Ramanujan の恒等式）．さらに階数
が 1および 2の各場合に，得られた生成元を
利用して， の整数点を決定する． 
 
② ある条件を満たす合同数 に伴う楕円曲



線 についても，①と同様に，Silverman
のアルゴリズムを使って標準的高さを精密
に計算することにより，有理点群 の階
数 2または 3の場合に の生成元を決定
する． 
 
(2) ディオファンタスの 2 組 に対し，

がディオファンタスの 3
組であるような最小の の上限を を使っ
て表す．証明には連立有理数近似の改良およ
び の還元法を利用する．    
次に， と が非常に近いとき， が

ディオファンタスの 組となるような を連
立 方程式から得られる数列を使って明
示的に表示する．これにより，  のディ
オファンタスの 5組への拡張可能性を調べる
ことができる． 
 
 
４．研究成果 
 
(1)  
① Fermat の 3 次式の 3 次 twist

  (  は 3 乗因子をもたない整数)に
ついて，まず，有理点群  の階数が 1
ならば  上には高々2 つの整数点があり，
それらのいずれもが  を生成しうるこ
とを証明した． 
さらに， の階数が2ならば，  上

の任意の 2 つの整数点 は
を生成し，しかもそのとき の整数

点は高々 の 6 点であること
を示した．これらの結果は Acta Arithmetica 
より出版された． 
 
② 合同数 に伴う楕円曲線

について， の有理点群 の階数
が2や3以上となるような の無限族を与え
（ 例 え ば  

が平方因子をもたなければ階数は 2 以
上であり，さらに が平方数となる場
合には階数は 3 以上である），それらの場合
に の生成元を完全に決定した．この結
果は Journal of the Ramanujan Mathematical 
Society より出版された． 
 
(2)  や 等の様々
なディオファンタスの 2組 について，2
つの代数的数の対数の 1 次形式に関する
Baker の方法と Rickert による連立有理数近
似の改良，および Baker-Davenport の還元
法を利用することにより，ディオファンタス
の 5組に拡張できないことが証明でき，それ
らの結果が Journal of Number Theory から
出版された． 
また， を満たす 2組 について

は，Rickert の連立有理数近似をさらに改良
することにより，ディオファンタスの 5組に
拡張できないことが証明でき，その結果は
Glasnik Matematicki より出版された． 

さらに，この結果を拡張し， と の最大
公約数を g とするとき， を満たすデ
ィオファンタスの 2 組 はディオファン
タスの5組に拡張できないこと等を証明する
ことができ，その結果は Publicationes 
Mathematicae Debrecen より出版された． 
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