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研究成果の概要（和文）：ガロア逆問題の構成的研究を主眼とし，有限群の作用による不変体の有理性問題の研
究を行った．有理性問題の研究に重要となる不分岐ブラウアー群という不変量を群の位数が奇素数pの5乗の場合
に完全に決定した．不分岐ブラウアー群を一般化した不分岐コホモロジー群についても，位数が奇素数pの9乗の
場合に非消滅性を示した．ネーター問題の研究，関連する作用による不変体の有理性問題の研究を行い，新たな
知見をいくつも得た．

研究成果の概要（英文）：In view of constructive inverse Galois problem, we studied the rationality 
problem for fields of invariants under the action of finite groups. The invariant called the 
unramified Brauer group, which is important for the study of the rationality problem, was completely
 determined when the order of the group is the fifth power of odd prime p. Even for the unramified 
cohomology group which is a generalization of the unramified Brauer group, we showed that the 
non-vanishing of it when the order of the group is the ninth power of odd prime p. We studied 
Noether's problem and related rationality problems, and got several new results. 

研究分野： 数論、代数学、代数幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
代数方程式の解法は，古来からの数学におけ
る重要なテーマであり，E. Galois によって
創始されたガロア理論は，現代代数学の土台
を成し，数学の最先端における発展を支え続
けている．特に近年は，理論的研究に加え，
計算代数の発展によってガロア群の計算ア
ルゴリズムが種々のソフトウェアに実装さ
れ，具体的応用が期待できる状況となってい
る．本研究の背景にある，ガロア逆問題は「任
意の有限群 Gが体 kの拡大 L/kのガロア群と
して出現するだろうか？」という自然な問い
かけを指しており，有理数体上において未解
決である．有理数体上の絶対ガロア群は，数
論における最も興味深い対象の 1 つであり，
同問題は「任意の有限群が絶対ガロア群の商
群として出現するだろうか？」と言い換えら
れる． 
 
２．研究の目的 
 
ガロア逆問題が，ガロア群が Gとなる体の拡
大(G 拡大)の「存在のみ」を問うているのに
対し，本研究の目標は，その拡張として最終
段階の課題である G 拡大全体の構造の把握，
及びその具体的構成にある．したがって，一
般には，(非可換)類体論における類体の構成
問題をも含む壮大なものである．その一つの
代数的なアプローチとして，生成的多項式を
用いた方法がある．体 k 上の G 拡大全てを，
係数の変数の特殊化によってカバーする(有
理関数体上の)生成的多項式は，組(G,k)によ
っては，その存在そのものが自明ではない
(実際，kが有理数体で Gが位数が 8以上の 2
冪の巡回群の場合には存在しない)ものの，
生成的多項式を具体的に構成し，生成的多項
式に対する部分体(同型)問題「生成的多項式
の異なる変数への特殊化は，いつ一方が他方
の最小分解体の部分体(と同じ体)を与える
か」に対する必要十分条件を与えることがで
きれば，「G拡大全体の構造」を把握すること
ができる． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 生成的多項式の構成法の 1つとして，ネ
ーター問題の肯定的解決がある．ネーター問
題は，n 変数有理関数体の G 正則作用による
不変体 k(G)に対し，「k(G)は有理的か？ すな
わち，再び n 変数有理関数体と同型(純超越
的)か？」を問う問題である．同問題の肯定
解によって，不変体の超越基底を用いて G拡
大を与える生成的多項式が構成される．ネー
ター問題は，代数幾何的に表現すれば，射影
空間の有限群作用による商多様体は有理的
か？を問うており，双有理分類の観点からも
重要な問題である．Emmy Noether (1913)に
よって提唱された同問題は，有限可換群 Gに
対しては，Masuda, Swan, Endo, Miyata, 

Voskresenskii 等の研究を経て，Lenstra 
(1974, Invent. Math.) によって，肯定解に
対する必要十分条件が与えられた．しかし，
非可換群に対しては，例えば冪零群や p群の
場合でさえも，ほとんどよく分かっていない．
実際，位数 16 の一般四元数群に対する有理
数体上の否定解が与えられたのは，2003 年の
ことである(J-P. Serre による)．M. Kang 氏
(国立台湾大)，B.E. Kunyavskii 氏(Bar-Ilan
大)，北山秀隆氏(和歌山大)，山崎愛一氏(京
都大)などとも協力しながら，ネーター問題
の研究を行っていく． 
(2) Saltman (1984, Invent. Math.)はネー
ター問題が代数閉体上否定解を持ちうる事
を位数が p の 9 乗の p 群に対して示し，
Bogomolov (1988)は p の 6乗へ改善した．こ
れらは，不分岐ブラウアー群が非自明である
ことを示すことで得られる．有理性の判定に
重要となる，不分岐ブラウアー群の計算法を
確立し，個々の場合に決定することを目指す．
さらには，不分岐ブラウアー群を一般化した
不分岐コホモロジー群の計算法を樹立した
い． 
(3) ネーター問題を一般化し，体の拡大 K/k
と Gの整数表現に付随した乗法的作用である
半単項式作用による不変体の有理性を検証
する．この作用は，G が K に自明に作用する
ときには，単項式作用, K に忠実に作用する
ときには，トーラス作用と呼ばれる既存の概
念と一致しており，後者の場合には，その不
変体はガロア拡大K/kで分裂する代数的トー
ラスの関数体となる． 
 
４．研究成果 
 
(1) 位数が奇素数 pの 5乗の有限群の作用に
よる不変体の不分岐ブラウアー群を完全に
決定した．これにより，この場合には同問題
の解は，有限群の同質族によって決まること
が明らかとなった．さらに一般に，同問題の
解は同質族によって決まるのではないかと
いう予想を提出した．この予想は，その後，
Bogomorov氏とBoehning氏(2013)によって肯
定的に解決された． 
(2) 有限群の有理関数体への半単項式作用
による不変体の有理性問題の研究を行い，2
次元以下の場合，不変体が有理的であるため
の必要十分条件をノルム剰余記号（ヒルベル
ト記号）で与え，埋め込み問題との対応を明
らかにした．特に，非有理的な場合，安定有
理性，レトラクト有理性，単有理性のいずれ
も成り立たないことを示した．ガロア理論の
埋め込み問題との関係についても明らかに
した．また，5 次元以下の直可約表現に付随
する不変体の有理性問題に応用した．別の論
文では，3 次元純単項式作用の同問題を例外
を除いて解決した． 
(3) 二面体群についての relation module の
研究を行い，relation module の直和分解の
様子や直既約性を調べるとともに，不変体の



有理性問題に応用した． 
(4) 3 次不分岐コホモロジーの研究を行い，
Peyre 氏(2008)による先行結果，ある位数が
pの12乗である有限群の作用による不変体に
対する3次不分岐コホモロジーは非自明とな
る，という定理を位数が pの 9乗の場合に改
善した．この結果は，Colliot-Thelene 氏と
Voisin 氏(2012, Duke Math. J.)による定理
を通じて，整数ホッジ予想の反例を具体的に
与えることに対応する． 
(5) 素数位数の巡回群に対する有理数体上
のネーター問題の研究を行い，コンピュータ
ーを使って 20000 以下の素数に対し，いくつ
かの場合を除いて検証した．この結果は，後
に，Plans 氏(2017)による有理数体上の有限
位数の巡回群に対するネーター問題の完全
解決をもたらした． 
(6) 位数 243の群に対するネーター問題の研
究を行い，7 番目と 10 番目の同質族を除き，
対応する不変体の有理性を示した．これは，
(1)の結果の精密化にあたる． 
(7) 位数 128の群に対する不変体の不分岐ブ
ラウアー群の研究を行い，Moravec 氏(2012, 
Amer. J. Math.)による結果を精密化し，不
分岐ブラウアー群が非自明な場合に，各不変
体が安定双有理同値かどうかを調べ，該当す
る 220 個の場合，不変体は高々3 種類しかな
いことを示した．また，それらの構造を，商
多様体の構造を通じて明らかにした． 
(8) 代数的トーラスの有理性問題の研究を
行い，代数的トーラスの 4次元と 5次元の安
定有理性問題を完全に解決した．さらに，レ
トラクト有理性の分類にも成功した．この結
果は，Voskresenskii 氏(1967) による 2次元
の双有理分類, Kunyavskii 氏(1990) による
3 次元の双有理分類の高次元への拡張となっ
ている．また，証明の前段階として，階数が
6 以 下 の G-lattice に 対 し て ，
Krull-Schmidt(-Azumaya)の定理が成り立つ
ための必要十分条件を与えた．さらに，その
反例を，置換 D6-lattice の相異なる直既約
因子への直和分解として具体的に構成した．
計算代数システム GAP を用いて flabby 
resolution を効率的に計算できるプログラ
ムを作成し，公開した． 
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