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研究成果の概要（和文）：(1) コンパクト連結単純リー群とその上の対合から，ある超極作用が定まる．この超極作用
の軌道空間と個々の軌道の性質について調べた．得られた結果は極大トーラス理論の自然な拡張である．

(2) コンパクト型エルミート対称空間内の二つの実形が離散的に交わるための必要十分条件と，そのときの交叉を対称
三対を利用して調べた．さらにその結果を複素旗多様体内の実形の場合に拡張した．

研究成果の概要（英文）：(1) For a given compact connected simple Lie group and an involution on it, we 
can define a hyperpolar action. The author studied the orbit space and the properties of each orbit of 
the action. The result is a natural extension of maximal torus theory.

(2) We studied the necessary and sufficient condition that two real forms in a Hermitian symmetric space 
of compact type intersect discretely. When the intersection is discrete we expressed the intersection as 
the orbit of a Weyl group which is defined by a symmetric triad. Moreover we generalized the result when 
the ambient space is a generalized flag manifold.

研究分野： 幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 

(1) 標準形理論は線形代数学の中心的役割を
果たす．最も印象的なものは任意の実対称行
列は直交行列で対角化できるという事実で
ある．少し見方を変えると，実対象行列全体
に直交群が自然に作用し，直交群による任意
の軌道が実対称行列全体のなす部分空間と
必ず交わると言い換えることができる．交点
において軌道と部分空間は直交している．こ
のようにみるとリーマン幾何学の範疇でも
標準形理論があって然るべきである．この意
味での標準形理論は一つは定式化されてい
て，超極作用と呼ばれる．すなわち，リーマ
ン多様体にリー群が等長的に作用している
とき，その作用が超極作用であるとは，閉平
坦全測地的部分多様体が存在して，任意の軌
道がその閉平坦全測地的部分多様体と直交
して交わる場合をいう．そのような閉平坦全
測地的部分多様体は切断と呼ばれる．コンパ
クト連結リー群の随伴作用やコンパクト対
称空間のイソトロピー群の作用は超極作用
である．Hermann は現在では Hermann 作
用と呼ばれる超極作用をコンパクト対称三
対から構成した（1962 年）．しかし，この時
点では軌道全体のなす空間(軌道空間)や個々
の軌道の性質を詳しく調べることはできな
かった．2011 年，筆者は既約ルート系の概念
を拡張した重複度付き対称三対の概念を定
義し，それを用いて，可換な Harmann 作用
の軌道空間と個々の軌道の詳しい性質を組
織的に詳しく調べられるようになった． 
 
(2) ケーラー多様体の反正則対合的等長変換
の不動点集合を{¥bf 実形}という．実形は全
測地的 Lagrange 部分多様体になる．竹内勝
(1984 年)はコンパクト型エルミート対称空
間内の実形を分類した．田中真紀子-田崎博之
はコンパクト型エルミート対称空間内の互
いに合同な二つの実形が離散的に交わるた
めの必要十分条件と，そのときの交差を決定
した．これを応用して入江-酒井-田崎は合同
な二つの実形に関する Z_2 係数 Floer ホモロ
ジーを求めた．しかし．互いに合同でない二
つの実形の交叉については調べることがで
きなかった． 
本研究はこれらに続くものである． 

 
２． 研究の目的 
 
(1) リーマン幾何学における標準形理論を構
築し，深化させること．たとえば，非可換
Hermann 作用の軌道空間を決定し，個々の
軌道の詳しい性質を調べること． 
擬リーマン対称空間や非コンパクト型リー
マン対称空間における標準形理論を構築す
ること． 
 
(2) コンパクト型エルミート対称空間内の互
いに合同ではない二つの実形が離散的に交

わるための必要十分条件と，そのときの交叉
を記述すること． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 擬リーマン対称空間や非コンパクト型
リーマン対称空間における標準形理論をど
のように定式化するかを Jensen の定理のよ
うな由緒正しい結果から探る．また，個々の
軌道のどのような性質に注目すべきかを探
る． 
 
(2) ケーラー多様体内の実形は定義から反
正則対合的等長変換の不動点集合になる．二
つの実形を定める反正則対合的等長変換か
ら正則等長変換群上の二つの対合が誘導さ
れるので，それを用いて対称三対が定義でき
る．これを用いて交叉が離散的になるための
必要十分条件と，離散的な場合の交叉の記述
を行う． 
 
４．研究成果 
 
(1) 研究は当初計画していたものとは予想
外の方向に進展した． 
コンパクトリー群とそのうえの自己同型写
像から，コンパクトリー群自身へのある超極
作用が定義される．その作用はシグマ作用と
呼ばれる．自己同型写像が恒等写像の場合に
は，得られるシグマ作用は随伴作用になる． 
より一般に自己同型写像が内部型の場合に
は得られるシグマ作用は本質的に随伴作用
になる．随伴作用には多くの研究があるので，
それ以外の場合について考えたい．すなわち，
外部型の自己同型写像から得られるシグマ
作用について考察した．2014 年，古典型のコ
ンパクト連結単純リー群のシグマ作用につ
いて調べ，結果をICMサテライトで発表した． 
2015 年，さらに結果を一般のコンパクト連結
単純リー群の場合に拡張した．得られた結果
は論文に等長変換のまとめ投稿中である． 
これらの結果はコンパクト連結リー群の極
大トーラス理論の自然な拡張になっている． 
シグマ作用の考察は，間下克哉(法政大学)と
奥田(広島大学)との共同研究による次のよ
うな応用を生んだ．一般にコンパクト対称対 
(G,K) を考える．G の階数と K の階数が一
致するときには，K のワイル群は G のワイ
ル群の部分群になるが，それらの階数が一致
しないときには，部分群になるかどうかは明
らかではない．K を定める対合から対称三対
を構成すると，自然に K のワイル群と G の
ワイル群の間にある群が定義され，これを通
じて K のワイル群が G のワイル群の部分
群となることが明らかとなった．得られた結
果を論文にまとめる予定である． 
 
(2) ケーラー多様体の実形は定義から反正
則対合的等長変換の不動点集合になる．実形
を定める反正則対合的等長変換からケーラ



ー多様体の正則等長変換群の上に対合が誘
導される．このようにしてコンパクト型エル
ミート対称空間に二つの実形があれば，二つ
の対合が誘導される．この二つの対合から対
称三対が構成され，それを用いてコンパクト
型エルミート対称空間内の二つの実形が離
散的に交わるための必要十分条件を記述で
きた．また，交叉が離散的のとき，対称三対
の定めるワイル群を用いて交叉を記述する
ことができた(田中-田崎との共同研究)． 
さらに，同様の方法で一般化された複素旗多
様体内の二つの実形が離散的に交わるため
の必要十分条件と，交叉が離散的のとき，そ
の交叉を記述できた(入江-奥田-酒井-田崎
との共同研究)．得られた結果は日本数学会
で発表した．また，論文にまとめる予定であ
る． 
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