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研究成果の概要（和文）：コンパクトな等質空間上の不変なアインシュタイン計量の研究を行った。特に、一般化され
た旗多様体、Stiefel多様体および単純リー群上のアインシュタイン計量を見つけた。一般化された旗多様体に関して
は、等方部分群により５つの既約成分に分解できるものをすべて決定し、これらの空間上の不変なアインシュタイン計
量をすべて見いだした。また、Stiefel多様体上の不変なアインシュタイン計量、および、特殊直行群 SO(n) (n > 6) 
およびシンプレクティック群 Sp(n) (n > 2)に対して、naturally reductiveでない不変なアインシュタイン計量を構
成した。

研究成果の概要（英文）：We studied invariant Einstein metrics on compact homogeneous spaces. In 
particular, we found new Einstein metrics on generalized flag manifolds, Stiefel manifolds and compact 
simple Lie groups.
We determined all generalized flag manifolds with 5 isotropy summands and found all invariant Einstein 
metrics on these manifolds. Moreover, we constructed new Einstein metrics on Stiefel manifolds and non 
naturally reductive Einstein metrics on special orthogonal groups SO(n) (n > 6) and symplectic groups 
Sp(n) ( n > 2).

研究分野：幾何学
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１．研究開始当初の背景 
（１）アインシュタイン計量をもつ等質空間
は大きく３つの場合に分かれる。すなわち、
リッチテンソルが正、ゼロ、負の場合である。
リッチテンソルが正のとき、等質空間は コ
ンパクトで基本群は有限となり、標準的な計
量を持つ球面、複素射影空間などのコンパク
ト型の既約対称空間は、この場合の典型的な
例である。リッチテンソルが 0 のときは、
等質空間上の不変なアインシュタイン計量
は平坦となる。リッチテンソルが負のときは、
作用するリ－群は非コンパクトとなる。今ま
でに知られている非コンパクト等質空間上
の左不変なアインシュタイン計量はすべて
可解リ－群上の左不変計量としてあらわさ
れる。したがって、コンパクト等質空間上の
アインシュタイン計量については、リッチテ
ンソルが正の場合を考察することになる。 
 
（２）等質空間上にいつ不変なアインシュタ
イン計量が存在するかは未解決の問題であ
る。コンパクト等質空間上に不変なアインシ
ュタイン計量が存在しない最初の例は、
Wangと Zillerにより 1986年に見いだされ
た。彼らが構成した例の中で次元が一番小さ
いものは 12次元である。2006年に Bohmと
Kerr により、11 次元以下のコンパクト単連
結等質空間に対しては、不変なアインシュタ
イン計量の存在が示された。 
 
（３）2004年に Bohm、Wangと Zillerによ
り、等質空間上の不変なアインシュタイン計
量のモデュライ空間の連結成分は有限で、各
連結成分はコンパクトであることが示され
た。さらに、Bohm、Wangと Ziller は rank 
G = rank Kのとき、等質空間 G/K上の不変
なアインシュタイン計量は有限個であると
いう予想をたてている。このような空間の例
としては一般化された旗多様体がある。 
 
（４）1979 年に、D'Atri と Ziller は、コン
パクトリー群上の左不変なリーマン計量が
いつ naturally reductive となるかを調べ、
コンパクト単純リー群の場合には、このよう
な計量を完全に分類をし、コンパクト型の既
約対称空間を利用して、コンパクト単純リー
群上の多くの naturally reductive な左不変
アインシュタイン計量を構成した。さらに、
コンパクト半単純リー群上には、naturally 
reductive でない左不変アインシュタイン計
量があるのかという問題を提出した。 
 
２．研究の目的 
（１）一般化された旗多様体の場合に不変な
アインシュタイン計量がどのくらいあるか
を研究する。これにより Bohm、Wang と
Ziller による予想を裏付けられる。 
 
（２）コンパクト単純リー群上に、naturally 
reductiveでない左不変アインシュタイン計 

量を構成する。D'Atriと Zillerは、主に既約 
対称空間や既約等方部分群をもつ等質空間
を利用して、naturally reductiveな左不変ア
インシュタイン計量を構成した。そこで、等
方部分群による既約成分の個数が２個以上
あるものを利用して、新しい左不変アインシ
ュタイン計量を構成することを研究する。 
 
（３）Stiefel 多様体上には、Jensen により
２つの不変なアインシュタイン計量が構成
されているが、これと異なるアインシュタイ
ン計量を構成することを研究する。この空間
は、一般化された旗多様体などとは異なり、
一般の不変計量に関しては、等方部分群によ
る既約成分が重複度をもつため、リッチテン
ソルの振る舞いが複雑になる。 
 
３．研究の方法 
（１）一般化された旗多様体上の不変なリー
マン計量は、等方部分群による既約分解の既
約成分の個数でパラメータ化することが出
来る。このパラメータを用いて、リッチテン
ソルの成分を具体的に書き表す。このために 
両側不変なリーマン計量により定まる Wang 
と Ziller によるシンボルを用いる。また、一
般化された旗多様体は、複素構造を固定する
とケーラーアインシュタイン計量を持つた
め、これが利用でき、リッチテンソルの成分
が決定できる。不変なアインシュタイン計量
を持つ条件は、多変数の代数方程式が正の解
を持つことと同値である。方程式を解くため
に、グレブナー基底を計算する。このために
は、コンピュータによる計算が必要である。
解の個数が有限個の場合には、グレブナー基
底の中に一変数の多項式が存在するので、こ
れを利用する。変数が増加するとコンピュー
タによる計算に多くの時間が必要となるの
で、５、６変数に対して適用してみる。 
 
（２）一般化された旗多様体で等方部分群に
よる既約成分が２個のものを利用して、コン
パクト単純リー群上に、naturally reductive
でない左不変アインシュタイン計量を構成
することを以前に研究したが、等方部分群に
よる既約成分が３個のものを用いて、例外リ
ー群上に、naturally reductiveでない左不変
アインシュタイン計量を構成すること研究
する。また、別の等質空間、例えば、一般化
された Wallach 空間を利用して、新しい
naturally reductive でない左不変アインシ
ュタイン計量を構成する。 
 
（３）Stiefel多様体上を基底が一般化された
Wallach空間とするファイバーバンドルの全
空間と考え、これを利用して、等方部分群に
よる既約分解を行い、既約成分の個数で不変
なリーマン計量をパラメータ化する。
Arvanitoyeorgos, DzhepkoとNikonorovは、
この方法により、Stiefel多様体上のいくつか
の新しい不変アインシュタイン計量を構成



することに成功した。この方法をさらに押し
進める。 
 
４．研究成果 
（１）一般化された旗多様体上の不変なアイ
ンシュタイン計量は、等方部分群による既約
分解の既約成分の個数が４以下のものに対
しては、２０１２年頃にほぼ完成していたが、 
Sp(n)/(U(p) x U(n-p))に対して、得られた
ケーラーでない２つのアインシュタイン計
量が等長であるか判らなかった。これを完全
に解決した。 
 
（２）一般化された旗多様体で等方部分群に
よる既約分解の既約成分の個数が５個のも
のに対しては、一般化された旗多様体をすべ
て分類し、この上の不変なアインシュタイン
計量を等長変換とスカラー倍を除いて、すべ
て決定した。 
 
（３）一般化された旗多様体の等方部分群に
よる既約分解の様子は、t−ルートで表すこと
が出来るが、t−ルートが G2型となる一般化さ
れた旗多様体をすべて決定した。これは、既
約成分の個数が６個のものとなるが、このよ
うな一般化された旗多様体上の不変なアイ
ンシュタイン計量をすべて決定した。 
 
（４）Stiefel多様体 SO(n)/SO(n-4) (n > 5)
上に、Jensen による不変なアインシュタイ
ン計量と異なるアインシュタイン計量を構
成した。Stiefel多様体上の不変なアインシュ
タイン計量を一般化されたWallach空間を利
用して構成した。 
 
（５）一般化されたWallach空間を利用する
ことにより、SO(n) (n > 6) および Sp(n) (n > 
2) 上に新しい naturally reductiveでない左
不変アインシュタイン計量を構成した一般
化されたWallach空間を利用した計量を考察
する利点は、このような計量のリッチテンソ
ルは、対角成分以外の成分がゼロになること
である。 
 
（６）一般化された旗多様体で等方部分群に
よる既約分解の既約成分の個数が３個のも
のを利用することにより、コンパクト単純例
外リー群上に新しい naturally reductive で
ない左不変アインシュタイン計量を構成し
た。特に、例外リー群 G2 に関しては、
naturally reductive でない左不変アインシ
ュタイン計量の存在が始めて示された。 
 
（７）例外リー群 E8 の一般化された旗多様
体で、第２ベッチ数が１で、等方部分群によ
る既約分解の既約成分の個数が５および６
個のものに対して、新しい不変アインシュタ
イン計量を構成した。 
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