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研究成果の概要（和文）：　２橋結び目のN colored Jones 多項式のNが無限大における漸近挙動について、主
要項の次の項にtwisted Reidemeister torsion があらわれることを示唆する結果を得た。また８の字結び目の
手術から得られる双曲３次元多様体の量子不変量の漸近挙動にReidemeister torsionがあらわれることを証明し
た。以上は大槻氏との共同研究である。また、結び目のn-colored Jones 多項式のnが十分大きいときのslope予
想について、茂手木氏との共同研究により、双曲体積が０である結び目については、slope予想が正しいことを
示した。
　

研究成果の概要（英文）： We obtained a result that the second coefficient is presented by a constant
 multiple of the square root of the twisted Reidemeister torsion as N goes to the infinity in the 
asymptotic expansion of N colored Jones polynomial of a 2-bridge knots and SU(2) invariant of some 
hyperbolic 3-manifolds obtained by surgery along the figure-eight knot, by joint works with T. 
Ohtsuki. 
 We verified the slope conjecture for graph knots, i.e. knots whose Gromov volume vanish, by a joint
 work with K. Motegi. 

研究分野：低次元トポロジー

キーワード： 結び目・３次元多様体の量子不変量

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
半単純リー環に付随した閉３次元多様体の
量子不変量が構成され、大槻によって、量子
不変量の数論的漸近開により、大槻不変量に
付随した摂動的不変量)が構成され、それは
Le によって他の単純リー環に付随する摂動
的不変量に一般化された。 有理ホモロジー
球面は３次元球面と同じ有理係数ホモロジ
ー群をもつ閉３次元多様体である。 
 以下、有理ホモロジー球面Mを考える。ま
た、Le、村上順、大槻によって定義された摂
動的量子不変を統一するMのLMO不変量は、
Jacobi図とよばれる3価グラフによって有理
数上張られる空間に値をもつ。(係数が有理
数 ）Jacobi図の頂点の個数の半分を Jacobi
図の次数という。重み系と呼ばれる写像を
LMO 不変量に適用することによって摂動的
不変量が得られることが知られている。Gを
単連結コンパクトリー群 SU(N), SO(N), 
Sp(N) のいずれかとし、gを Gのリー環とす
る。g に付随した重み系を LMO 不変量に適
用することによってMの G free energy が
得られる。G free energy は、Nの多項式を
係数とする hのべき級数である。 
 S. Garoufalidis, T.T.Q. Le, M. Marino ら
は、 リー群 SU(N)、 任意の３次元多様体に
対して、摂動的不変量の h の冪の係数は（g
に依存した）tau=Nhの関数であるが、tau=0
の gに依存しない近傍で解析的であることを
示し、レンズ空間の SU(N) free energy の明
確な公式を与えた。S. Garoufalidis と M. 
Marino は、リー群が SO(N), Sp(N)のとき、
G free energyも同様の解析的性質をもつこ
とを予想された。 申請者は、レンズ空間の
SO(N), Sp(N) free energy の明確な公式を
与え、レンズ空間に対して、S. Garoufalidis
と M. Marino の上記予想が正しいことを示
した。また、最近の研究において、ザイフェ
ルト多様体のSU(N) free energy の種数 0の
項(planar limit)を与える公式を発見した。そ
の公式は、generalized Catalan numbers を
用いて書かれる。 generalized Catalan 
numbers は , そ の ラ プ ラ ス 変 換 が
Eynard-Orantin recursion をみたすなどい
い性質をもつことが知られている。一方、
Koshkinは、Chern-Simons 不変量（量子不
変量）と Gromov-Witten 不変量 (GW 不変
量と書く）を関連付ける予想（  Large N 
duality）の解決の手段として、Chern-Simons 
不変量、GW不変量をある正則関数の異なる
特徴づけと解釈することを提唱した。3 次元
球面について、その正則関数は quantum 
Barnes functionであることを示した。 
 
２．研究の目的 
単純コンパクトリー群に付随した３次元多
様体の摂動的量子不変量が定義されたが、一
般の３次元多様体の摂動的量子不変量を具
体的に計算することは難しく、性質には、未
知の部分が多い。本研究の目的は、リー群が、

SU(N), SO(N), Sp(N)のとき、有理ホモロジ
ー球面の摂動的量子不変量の N に関する展
開である３次元多様体の自由エネルギー
（free energy)に注目し、その展開にあらわ
れる級数の代数的な性質、幾何学的意味また
他の不変量との関係を解明することである。
更にある点で量子不変量を与える、正則性、
保型性のようないい性質を持つ不変量への
拡張を目指すことである。村瀬らによるる結
果とも比較しながら、これまで得られた結果
をもとに一般の３次元多様の M の G free 
energy の解析的性質、他の不変量との関係、
幾何学的意味の解明をめざす。  
 Koshkin が見つけた関数はある変換のもと
でいい振る舞いをする。この手法を利用する
ことによって、他の多様体、特に G=SU(2)
場合にのみ示されているザイフェルト多様
体の量子不変量の保型性が G=SU(N)のとき
も成立するか調べる。また、SO(N), Sp(N)
の場合への拡張も考える。 
 
３． 研究の方法 
 
(1) 結び目の Kontsvich 不変量、colored 

Jones 多項式のループ展開がえられる仕
組みをよりよく理解し、G free energy 
における Alexander 多項式に対応する
ものが あるのか吟味する。その際、大槻
氏や他の研究者によってえられている 
あるクラスの結び目の 2-ループ多項式の
公式と、 それらの結び目の手術によって
えられる３次元多様体の G free energy 
において対応する g=1 の部分との 比較
研究を行う。 

 
(2) Bar-Natanと Lawrenceによって与えら
れたザイフェルトホモロジー球面の 
LMO 不変量の公式は、自明な結び目の
Kontsevich 不変量 (wheel と呼ばれる
1 つのループに偶数本の辺がついている
open Jacobi図の無限和）のいくつかの積
の形が含まれている。現在の研究課題に
おいて、いくつかの wheelの積に半単純
リー環 gに付随する weight systemを適
応することにより、free energy の種数
g=0 の項に関する公式を得た。また、得
られたその公式は、村瀬らによって研究
さ れ て い る generalized Catalan 
numbersによってあらわされ、そこにお
ける結果は、より高い種数 gの項につい
ての公式の導出に利用できると思われる。
さらに、その生成関数とEynard-Orantin 
の topological recursion との関連、およ
び分配関数に関する結果とも比較し、
free energy の性質を調べる。 
 
 
 
 
 



４． 研究成果  
 
上記研究方法の実行において、結び目、３
次元多様体の漸近挙動、および、結び目の量
子不変量のひとつであるn-colored Jones 多
項式のnが十分大きいときのそれらの最大次
数、最小次数について予想に関していくつか
の結果を得た。 
 
(1) 前研究課題において得られていたザイ
フェルト多様体に対する SU(N) free 
energy の公式は、generalized Catalan 
number によって書かれているが、更に
明確な公式の導出のために、free energy 
の変数 tau の次数が低い部分について、
具体的な計算を実行した。また、村瀬氏
によって得られた generalized Catalan 
number から得られる分配関数と、SU(N) 
摂動的不変量との具体的類似点をみつ
け、free energy の変数 tau の係数にあ
たる部分が generalized Catalan number
の Laplace 変換に対応しているのでは
ないかと考えた。その Laplace 変換は、
ある微分方程式をみたし、それは分配関
数がみたす微分方程式の導出のカギと
なっている。まず、明確な free energy 
の公式が得られているレンズ空間につ
いてその微分のふるまいを考察した。更
に Vogel によって定義された Lie 
algebra を統一すると考えられる
Universal Lie algebra が定義され、そ
れは３つのパラメータをもつ。
Mkrtchyan は、３次元球面の量子不変量
がその３つのパラメータで表せること
を示した。その 3次元球面に対する結果
のレンズ空間への拡張を考察した。  

 
(2) Henning invariant としての量子不変量
の観点から、SU(N)摂動的不変量をとら
えるために、結び目の普遍 SU(N)不変量
について研究した。その研究の中で、量
子群の一つの一般化である2変数量子群
の存在に気づき、そこから 2変数の結び
目の不変量、更に 3次元多様体の不変量
の構成ができると予想されており、
R-matrix の構成、ribbon element の構
成などを行った結果、これまで知られて
いる量子不変量と同じものが得られる
ことがわかった。また、Henning 不変量
としての Witten-Reshetikihin-Turaev 
不変量の研究を行った。Henning 不変量
としての表示は、量子群の中心の元を求
めることに帰着される。 Feigin, 
Gainutdinov, Semikhatov, Tipunin によ
って与えられたsl2に対応する量子群の
center の特別な基底に関して、WRT 不
変量を与える中心の元の表示を与えた。 

 

(3) 結び目の colored Jones 多項式のルー
プ展開（摂動的不変量）が得られる仕組

みの研究に関連して、大槻氏との共同研
究により，２橋結び目の colored Jones 
多項式の、N が無限大における漸近挙動
について、主要項の次の項に twisted 
Reidemeister torsion があらわれるこ
とを示唆する結果を得た。7交点までは、
大槻氏による colored Jones 多項式の
漸近展開の結果とあわせると twisted 
Reidemeister torsion があらわれるこ
とが示される。 

 
(4) 結び目の量子不変量 n-colored Jones 
多項式の nが十分大きいとき、最大次数
と最小次数と結び目の boundary slope 
の関係をあたえる slope conjecture に
関して、茂手木公彦氏との共同研究によ
って、いくつかの結果を得た。slope 
conjecture が正しい２つの結び目から
得られる合成結び目に対する slope 
conjecture も正しいこと、ある条件のも
とで、slope conjecture が正しい結び目
の cable 結び目についても、slope 
conjecture が正しいことを示した。二つ
の結果を合わせることにより、双曲体積
が０である結び目については、slope 
conjecture が正しいことがわかった。ま
た、無限個の非交代双曲結び目を含む、
周期結び目のあるクラスについて、
n-colored Jones polynomial の公式を
与え、それをもとにその minimum degree, 
maximum degree の計算を行った。具体
的には、positive 3-braids のあるクラ
スのclosureとして得られる結び目につ
いて、degree の計算を行った。その結果
から、そのクラスの結び目について
slope conjecture が成り立つことがわ
かった。 更に、結び目 K の Whitehead 
double の n-colored Jones 多項式の
degree の計算を行い、K の n-colored 
Jones polynomial の degree との関係を
発見した。 

 

(5) ８の字結び目の surgery から得られる
双曲３次元多様体の Chen による
parameter を用いた量子sl2不変量の漸
近挙動に Reidemeister torsion があら
われることを大槻氏との共同研究によ
り証明した。また、Seifert 多様体のあ
るクラスの量子sl2不変量の漸近挙動に
Reidemeister torsion があらわれるこ
と示した。 
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