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研究成果の概要（和文）：状態空間をしきい値で区切り，各区間でパラメータ2つを固定した微分方程式を定義し，部
分軌道候補を得る．それらをつないで所望の形状を実現するしきい値を求解した．しきい値を複数個用意し個々の区分
空間におけるリミットサイクルを作成，変分方程式およびヤコビ行列の生成，特性乗数の算出，および2パラメータ平
面におけるリミットサイクルの分岐図を求解する枠組みを完成させた．また，所望の軌道や安定性を実現する制御方法
として，安定極を指定するしきい値設定開ループ制御系を提案した．さらに有限オートマトンとしてハイブリッドシス
テムを捉え，簡易な区分線形システムにおいて発振や同期を設計する方法論を検討した．

研究成果の概要（英文）：We investigate a schematic approach for producing a desired-shape limit cycle by 
providing several different vector fields and threshold values. In a partial state space sectioned by the 
threshold values, a differential equation with fixed parameter values gives a family of flows for
initial values sets. By combining these partial state spaces, a limit cycle can be obtained. This can be 
regarded as a hybrid system. If one provide threshold values and corresponding partial spaces initially, 
our procedure may compute suitable position of threshold values to fit the desired-shape limit cycle. We 
study required technologies about computations of variational equation for threshold values, optimization 
methods. As an application, we propose an open loop control system realizing a limit cycle holding a 
desired stability for the a hybrid system. We also propose a framework as finite-state automata 
describing dynamics of the hybrid system.

研究分野： 非線形工学，分岐理論
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様　式　Ｃー１９、Ｆー１９、Ｚー１９（共通）

1 研究開始当初の背景
軌道があるしきい値に到達することよって
方程式が切り替えられる系はハイブリッドシ
ステム，もしくは piecewise smooth system（以
下 PWS）とよばれる．電気回路工学系では，
リレー系，コンバータなどの実用回路が，ま
た，神経回路系では，インパルス・方形波応
答や情報伝達遅延のある化学シナプス結合モ
デルなどが PWSとして分類される．Bernardo
らの研究グループは，PWSの特異点や周期解
について，それらの位相的分類，局所的・大
域的分岐などの研究を 90 年代後半から活発
に行って来ており，その集大成も出版された
[1]．しかしながら，分岐集合の計算において
は区分線形系に置き直すなどの特殊な工夫を
行なっており，汎用な方法の提案はなされて
いない．PWSにおける周期解の分岐問題につ
いて計算機援用による数値的直接解法は，わ
れわれの提案した手法 [2]およびその拡張 [3]
しか報告されていない．この手法のオリジナ
リティは，連続関数や区分線形系等で近似す
ることなく，区分的に求積した変分方程式の
解を組み合わせてポアンカレ写像の微分を求
めている点にある．先行研究である平成 19～
20年度の基盤研究 (C)においては，PWSの分
岐問題を解くための手順および数値計算ツー
ルが整備された．しかしながら当時は，しき
い値は単に増分パラメータとしてのみ扱わざ
るを得なかった．ところで，早川らは，複数
の不安定な区分線形系の組合せにおいて，切
り替え面（しきい値）を解析的に設計するこ
とにより，平衡点やリミットサイクルの創出
を行ない，その存在性の証明，安定性の検討
を行なっている [4]．また，所望の振動波形を
実現する切り替え面の設計を試みている．対
象が 2次元でかつ区分線形系であり，極座標
変換より導かれる不変性を利用することがポ
イントであるが，高次元系や PWSへの拡張は
なされていない．2次元自律系を貼り合わせた
力学系や，跳躍現象を含むシステムを考えた
とき，解に対して，しきい値に関する変分を
求積する方法を開発した．これによって，し
きい値を変数とした局所分岐集合（周期倍・接
線分岐など）を高精度に計算することができ
ている．
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2 研究の目的
本研究では先行研究等を統合・拡張し，複

数個の高次元 PWSをしきい値で貼り合わせ，
所望の仕様の周期解を設計するとともに，そ
の分岐解析を行う．また，しきい値摂動を利
用したカオス制御系の設計を検討する．しき
い値は PWSの方程式に陽に組み込まれておら
ず，条件文として記述されるが，しきい値変
分に関する分岐計算方法の結果を応用すれば，
複数のしきい値に関する軌道の変分方程式は
チェインルールより機械的に導出できる．そ
こで，所望の条件を満たす周期解を得るしき
い値の設計，分岐解析が可能となった．同様
に，周期解の安定性，周期（周波数），パラ
メータへのしきい値の寄与も計算できる．し
たがって，適当な自律系を複数用意し（特に平
衡点を想定する必要もない），所望の安定性，
波形，周期などの条件を与えれば，その条件
に十分整合した周期解を実現するしきい値集
合を求めることが可能となる．これは早川ら
の設計問題の拡張となっている．応用として，
カオス中の不安定周期解を安定化するカオス
制御系を得ることができる．具体的な力学系
として非線形電気回路を対象とした上で，所
望の条件を満たす周期解の生成について，実
験と理論の両側面から開発・解析を行う．本
研究のポイントは，しきい値に関するあらゆ
る区間の変分が計算でき，その情報を設計に
活かせることにある．しきい値を電圧で与え，
それに連動した比較器およびアナログスイッ
チにより，複数の非線形特性を切り替える系
を考えると，数学的に記述された PWSは容易
にモデル化される．適切な初期値を用いるこ
とにより，周期解生成問題は，しきい値に関
する固定点に関する 2点境界値問題を含む最
適化問題として定式化できる．これを変分の
情報をもとに解くことにより，所望の安定性
を満たす周期解を得るしきい値を得る．これ
らの試みは，いくつかの力学系について，数
値例で部分的に確認しており，実現可能であ
る．自然な拡張として，周期条件，波形条件
などを同時に満足するしきい値の設計問題を
解くことが具体的なゴールとなる．



3 研究の方法
適切なハイブリッドシステムを想定し，周期
解の存在を実験にてあらかじめ確認する．周
期解が得られれば，その系についての微分方
程式を導出し，数値計算による周期解の存在
を確認する．ポアンカレ写像を適切に設定し，
周期解追跡，分岐集合計算を行う．上記の取
組と分岐図により，切り替え面としてのしき
い値挿入位置の分類，軌道・周期の変化，回
路実現可能性，および，分岐の種類について
まとめる．

PWS系においてカオスが生じるパラメータ
範囲で，極配置法によって，しきい値変分型
カオス制御を実装する．指定極と引き込み領
域の関係を実験的・数値的に求め，結果の妥当
性・評価は微分方程式のシミュレーションにて
行う．また，玄らのモデルについて分岐解析
を行う．ヒステリシスのしきい値をパラメー
タとして分岐図を求め，解の位相的分類を把
握する．その後，周期解の形状や周期を指定
し，それを実現するしきい値を算出するアル
ゴリズムについて研究する．当初はしきい値
平面上での写像点を指定する問題とし，固定
点条件としきい値に関する評価関数，境界条
件を考え，2点境界値問題をニュートン法で
解く．
次に，所望の周期解の軌道の概形を与え，そ
れを満たすしきい値集合としきい値間をつな
ぐ力学系を求める問題とし，多点境界値問題
としての最適化問題を定式化して解くことを
考える．上記で設計された結果を回路で実装
し，有効性を測定する．応用として，しきい
値が周期的に摂動する場合の軌道の生成につ
いても検討し，回路実装を行う．

4 研究成果
微分方程式のフローと，そのフローや時刻
により切り替わるベクトル場によりハイブリッ
ドシステムは構成されており，切替条件や初
期値集合を整理すると，有限状態オートマト
ンが構成される．切り替え集合は，いわゆるし
きい値とみなされ，それに関する変分のより
詳細な研究，および制御問題を中心に据えと
して進めた．まず所望のリミットサイクルの
形状を，位相的な関係を記述した概形データ
（例えばハートマークなど）として与え，複数
の非線形力学系をしきい値で貼り合わせてそ
の軌道を実現するフレームワーク作成を行っ
た．その実験的な取組として，まず具体的に
は個々の 2次元力学系に見られる半解軌道の
集合を，標準基底と並行に幾何学的に貼り合
わせ，閉軌道を構成する．そのときにしきい値
（ポアンカレ切断面）が決定される．次にその

軌道に関する安定性を検討する．ポアンカレ
写像を評価し，そのヤコビアンを求め，特性
乗数を求める．最後に閉軌道の分岐問題（パ
ラメータ摂動に関する分岐の発生）を数値的
に解く．例題として van der Pol発振器を用い，
4つのポアンカレ切断面をもつ軌道を考え，そ
の分岐問題を検討した．リミットサイクルの
安定性，分岐問題，ともに精度よく求まるこ
とを確認した．次に，二次元非自律系＋区分
非線形系の分岐問題を取り扱った．状態にジャ
ンプを有する非自律系はこれまで，周期外力
の周期にあわせてポアンカレ写像を取る方法
では，ヤコビアンの正則性の問題が生じ，分
岐パラメータ値が計算できないことが多かっ
た．このため，われわれは非自律系の自律系
化を行い，ジャンプ条件でポアンカレ断面を
取る方法を考案した．これによって分岐問題
が円滑に計算できるようになり，現在，幾つ
かの力学系の例題について計算を進めている．
ハイブリッドシステムにおいて，所望の軌道
や安定性を実現する制御方法として，しきい
値の変分を求め安定極を指定するしきい値設
定開ループ制御系を提案した．しきい値の変
分は，先行研究にて変分方程式の数値積分値
が利用できることがわかっていたが，本研究
では，逆に軌道形状や軌道の安定性を先に指
定し，それを実現するしきい値を求めること
に新規性がある．NCSP2016にて論文を投稿，
発表を行った (学会発表 [1])．また，前年度課
題であった，コンパレータを用いたハイブリッ
ドシステムとしての発振器を開発し，区分線
形系として解析を進めた．コンパレータ（オ
ペアンプ）を二つ用い，フリップフロップのよ
うにたすき掛け構造にすることによって矩形
波発振器を構成する．従来の RC型矩形発振
器に比して，過渡応答が改善され，また，周
波数を決定するしきい値に大きいマージンを
導入することができている．この発振器の結
合系について解析を進める．また，離散時間
ハイブリッドシステムの結合系について，そ
の解析方法の開発を行い，応用として南雲佐
藤ニューロンの結合系における分岐問題を解
いた．その他，あらゆるタイプのハイブリッ
ドシステムを想定し，その分岐問題について
数値計算が行える基礎フレームワークを完成
させた．
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