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研究成果の概要（和文）：戸田格子の解の超離散化に必要な，解の表示の正値性について集中的に研究を行った．Lax
表示された戸田格子の方程式と解の離散化について，基礎的な理論に対する理解を深めるとともに，その結果を「特異
曲線を用いた有限戸田格子の正値性の代数幾何学的特徴付けについて」として，現在論文にまとめている．一方，戸田
格子のLax表示と旗多様体の量子コホモロジー環およびそのK理論への一般化，とくにPeterson同型に関する研究を継続
中である．シューベルト多項式，グロータンディク多項式などの計算・その行列式表示に関しても多くの部分的結果を
得ているので，まとめて，何らかの形で成果として発表したい．

研究成果の概要（英文）：We studies the methods of (ultra-)discretization of Toda lattice through the Lax 
formalism. There are so many researches in this field, but our emphasis is on the totally nonnegative 
matrices and algebro-geometric tools, such as singular (nodal) rational curves and Jacobian varieties. 
Thus our main result is proving the Lax matrices of Toda lattice which is totally nonnegative give the 
totally positive part of the Jacobian variety, which is summarized into the paper: Geometric 
interpretation of the totally nonnegative part of the finite Toda lattice via a singular rational curve. 
The paper is now being prepared.
We also studied on the quantum cohomology on the flag varieties and Peterson isomorphism. In this 
direction, we obtained various explicit formulas of Schubert polynomials and/or Grothendieck polynomials, 
especially their determinantal expressions. However, the results are somewhat rambling and it seems it 
will take some more time to organize them in a nice way.

研究分野： 表現論

キーワード： 戸田格子　Lax行列　totally positive matrix　ヤコビ多様体　超離散化　トロピカル幾何　量子コホ
モロジー　シューベルト多項式
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１．研究開始当初の背景	

超離散可積分系とは，戸田方程式, KP方程式
などの古典可積分系の超離散極限を取り出し
てもとの系の『骨格』を抜き出したものであ
り，多くの研究の蓄積がある. 
　古典可積分系の初期値問題が代数曲線を
用いた逆散乱解法で解かれる, という事実は
よく知られていたが, 上記の研究は, その類
似が超離散可積分系とトロピカル曲線の間で
も成り立つことを主張している． 
　しかし，超離散化のために必要な可積分
系の解の表示の正値性や，あるいはその幾
何学的な意味づけはまだ緒に就いたばかり
であった． 
　さらに，戸田格子の解法に現れるスペク
トル曲線は超離散化によってリーマン面に
対応するトロピカル曲線になるはずであり，
そのモノドロミー理論なども整備の途上に
あった． 
　一方で，旗多様体上の量子コホモロジー
環の関係式が戸田方程式のLax表示を用い
て書き下されることは古くから知られてい
たが，それをPeterson同型を通じて量子コ
ホモロジー環のK理論版の関係式へと一般
化する取り組みも盛んに行われるようになっ
ていた．この関係式は正値性と深くつながっ
ており，さらにシューベルト多項式やその
一般化であるグロータンディク多項式の行
列表示も盛んに研究が行われてる状況であっ
た． 

２．研究の目的 

　我々の狙いは, 戸田方程式の逆散乱法に
よる解法のトロピカル版を, 超離散パンル
ヴェ方程式などの新しい差分方程式系や, ヒッ
チン系などの幾何学的セッティングに拡張す
ることで, 古典可積分系の持つ豊富な知識を
トロピカル幾何学に導入することであった.  
　そのために，戸田方程式のLax表示から
出発し，特異積分曲線の理論を介してリー
マン面のトロピカル化(トロピカル代数曲
線)の理論を研究し，そのモノドロミーや
ディバイザー，そしてヤコビ多様体の研究
へとトロピカル幾何学を導くことを計画し
ていた．この際，リーマン面の退化の理論
とアメーバの関係，そして退化を利用した
モノドロミーの計算なども視野に入れてい
る． 
　さらに，超離散化を行うために戸田方程
式の解の正値行列式による表示，ひいては，
Lax表示から得られる量子コホモロジー環
の係数の正値性などを研究することも目標
の一つであった． 

３．研究の方法 

研究の方法として，まず，Kostant	 による
戸田方程式のLax表示を用いた解法を復習
し，逆散乱法を用いて，解曲線のグラスマ
ン多様体上における線型化について深く考
察した．この段階では，少人数のセミナー
で互いに講義録をまとめながら，基地の知
識を整理することに重点を置いた．	
　セミナーと並行して，トロピカル幾何学
や，クラスター代数とパンルヴェ方程式の
関係，正値行列式の理論，KP階層の超離散
化とその解法，量子コホモロジーとPeter-
son同型・量子コホモロジーのK理論版とグ
ロタンディク他公式，マトロイドの理論，
トーリック多様体の退化等々，関連分野の
専門家を招聘して，専門的な知識を供与し
ていただくと同時に，さまざまな分野との
交流を深めることに心を砕いた．	
　実際の研究においては，具体的な解と行
列表示を求めるため，計算機による具体的
な計算も多用した．これは研究の方向を定
めるよい指針となった．	
　研究の後半では，世界的な専門家を多数
招聘した国際研究集会を企画し，この集会
の開催によって，さまざまな専門分野の知
識を吸収し，研究をまとめ上げることを考
えた．	
　正値行列式の理論ではPinkusによる専門
書，また特異曲線上のヤコビ多様体に関し
てはMumfordのTata講義ノートが本質的であ
る．これらの知識を吸収するために個人的
な，小規模のセミナーを数多く開き，共同
研究者の間で知識を共有した．	
　研究の最後の期間はほぼ毎日のように行
われるワーキング・セミナー(互いに計算を
披露しながら，方向を見定める)が主な原動
力となり，この場で主要な結果を得ること
ができた．	

４．研究成果	

戸田格子の解の超離散化に必要な，解の表
示の正値性についての結果を得たのが主結
果である．	
　Lax表示された戸田格子の方程式から出発
し，その時間不変量であるスペクトルに注
目する．このスペクトルを用いて特異代数
曲線(スペクトル曲線)が定義できるが，こ
の曲線上のヤコビ多様体とヤコビ写像によ
って，戸田方程式の解が線型化される．	
　解の離散化に本質的であるのは，この線
型化に際して現れるタウ行列やテータ関数
の行列式表示の正値性であるが，その中でも



一番基本的な，Lax行列が三重対角行列であ
るときに正値性を証明することに成功し
た．	
　証明の手法は，まず，特異曲線のノード
(特異点)における，解ベクトルが定める直
線束の「差」を用いて，解ベクトル自身を
行列表示する．この行列表示の形から，も
との三重対角のLax行列が正値行列であるこ
とと解ベクトルの成分が正値であることを
示し，最終的にそれがヤコビ写像による像
になっていることを示すのである．	
　その結果は「特異曲線を用いた有限戸田
格子の正値性の代数幾何学的特徴付けにつ
いて」と題して，現在，論文の形にまとめ
つつある．英文のタイトルは	

　Geometric	 interpretation	 of	 the	 to-
tally	 nonnegative	 part	 of	 the	 finite	
Toda	 lattice	 via	 a	 singular	 rational	
curve．	

である．まだ草稿の段階であるが，早期に
完成して，論文として発表する予定であ
る．	
　すでに解説したように，この論文におけ
る主定理は，戸田方程式の解空間における
正値行列の部分が，逆散乱法で現れる特異
曲線のヤコビ多様体上のやはり正値部分
に，ヤコビ写像で同型に写されるというも
のである．代数群や，代数幾何学的な意味
づけも可能で，興味深い．	
　一方，戸田格子のLax表示と旗多様体の量
子コホモロジー環およびそのK理論への一般
化，とくにPeterson同型に関する研究はま
だ継続中である．	
　シューベルト多項式，グロータンディク
多項式などの具体的な計算を行い，行列式
表示に関しても多くの部分的結果を得てい
る．例えば，シャッフル置換に対応するシ
ューベルト多項式はシューア関数による行
列式表示を持つことが証明できる．しか
し，これらの結果は全体として，まだ散漫
なものに終わっている．	
　研究を継続して，これらを意味ある形に
まとめて発表することを考えている．	
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