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研究成果の概要（和文）：テスト配位のモジュライ空間の自然なコンパクト化を構成するため, そのモジュライ
空間の完備化を系統的に研究した. その著しい成果として, 個々のテスト配位に対して定義される Donaldson-
二木不変量が, 指数が無限大に発散するようなテスト配位列に対する不変量として自然に拡張されることが分か
った. さらに一般の偏極代数多様体において強K-安定性という概念を導入した. この新しく導入された強K-安定
性から漸近Chow安定性が示されることにより，この新しい見方が特殊計量の存在等にさらに色々な応用を生むこ
とも分かってきた.

研究成果の概要（英文）：We made a systematic study of the completion of the moduli space of test 
configurations for a polarized algebraic mamifold. As a typical example of our study, we obtain the 
Donaldson-Futaki invariant for sequences of test configurations on a polarized algebraic manifold. 
This then allows us to introduce the concept of strong K-stability. Moreover, by a joint work with 
Nitta, we showed that strong K-stability implies asymptotic Chow stability. These results in 
particular give us various applications in the existence problem of extremal Kaehler metrics. 

研究分野：複素微分幾何学

キーワード： テスト配位列　K-安定性　Donaldson-二木不変量　polybalanced計量　相対安定性
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１．研究開始当初の背景 
 
 1980年代に確立した小林-Hitchin対応にお
いては，コンパクト連結ケーラー多様体上の
正則ベクトル束の安定性が根本概念であり，
これは各連接部分層のslopeがもとのベクト
ル束のslopeより小さくなることで特徴付け
られる．さらに閉リーマン面上では連接部分
層のかわりにsubbundleを考えれば十分とい
うことも知られている．一方，小林-ヒッチ
ン対応の多様体版においては，2000 年前後に 
Tian や Donaldson によって導入された K-安
定性が（何らかの微調整が必要かも知れない
が）求めるべき基本概念であろうと予想され
ていた．ここで偏極代数多様体が K-安定であ
るとは，各テスト配位の Donaldson-Futaki
不変量が負となることで定義される．ただし
テスト配位の概念は，まだベクトル束の場合
のsubbundleの概念の段階にとどまっていて，
連接部分層の段階にまで一般化させる必要
があるとも考えられる．反標準偏極や標準偏
極の場合は，Einstein 計量の存在のためには
K-安定性でも十分であることが最近 Tian や
Donaldson によって示されたが，一般の偏極
の場合は K-安定性をもっと強めた概念が必
要であろうと予想される．そこで我々はベク
トル束の場合の連接部分層にあたるものと
して，テスト配位列の仮想極限点というもの
を考察するに至った．      
 
２．研究の目的 
 
 偏極代数多様体上のテスト配位に対しては，
Donaldson-二木不変量 F1 が定義され，この
量が Donaldson-Tian-Yau 予想において重要
な役割を果たしていることが広く知られて
いる．こういった事実をふまえ小林-Hitchin
対応の多様体版をより精密に考察するため，
テスト配位の概念を拡張する．そこで偏極代
数多様体上で，テスト配位の列nに対して，
必要ならば適当な部分列をとり，仮想極限点 
というものを考える．そして以下の課題を
解決することを目指した． 
 
(a)  に対応する幾何的対象を決定し，その 
Donaldson-Futaki 不変量 F1()を定義する． 
(b) テスト配位全体の空間 M が precompact
になるよう，Mに自然な位相を定める． 
 
 この発展形として，偏極代数多様体上で必
ずしも指数が一定とは限らないテスト配位全
体のなすモジュライ空間の適当なコンパクト
化に，上記不変量が自然に拡張され，しかも 
polybalanced 計量の発散列に付随して定義
されるテスト配位列の極限では Donaldson-
二木不変量が必ず消えるように理論の枠組み
を作ることが目的である． 
  
 もしこの枠組みが出来上がれば，小野-佐野
-四ツ谷の提起した「K-安定性の条件が漸近 

Chow 安定性に比べて弱すぎる」という問題が
解決する一方， Donaldson-Tian-Yau予想や，
そのextremal Kaehler 版の解決のための重
要なステップも得られたことになる．  
 
３．研究の方法 
 
 研究代表者は研究分担者や連携研究者と協
力して，テスト配位，K-安定性，Chow 漸近安
定性，Chow norm，定スカラー曲率 Kaehler
計量，相対性，特異性除去可能定理，
Donaldson-Futaki 不変量等に関する勉強会
を繰り返し開き，知見を深めるとともに，
我々の研究プログラム 
    
(a) 不変量 F1の定義域を Mからその完備化
へ拡張する;    
(b) Mの何らかの有界性を示す; 
    
の各未解決部分の詳細を詰めることにより，
研究目的達成への道筋を確立した．一方で，
菅平や金沢での国際複素幾何シンポジウム
や PRCGC（環太平洋複素幾何コンファレンス）
を毎年開催することにより，国際的な発表や
情報交換の場を設けるとともに，国際的なレ
ビユーをも受けた． 
 また研究課題に関連する書物や雑誌を，
我々の研究を基礎から支える備品として購
入した一方，理論の予測やチェックを行うた
めの数値実験用計算機ソフトも研究に不可
欠な消耗品として購入し活用した． 
 
４．研究成果 
 
 テスト配位のモジュライ空間の自然なコン
パクト化を構成するため，そのモジュライ空
間の完備化を考察した．そして各テスト配位
に対して定義されるDonaldson-二木不変量を，
テスト配位列全体の成すモジュライ空間上で
定義された不変量に拡張することに取り組み
次の結果を得た． 
  
(1) 論文「The Donaldson-Futaki invariant 
for sequences of test configurations, 
Progress in Math.第308巻」において，この
ような拡張が可能であることを示し，さらに
一般の偏極代数多様体において強K-安定性と
いう概念を導入した．特に正則自己同型群が
離散的なら定スカラー曲率ケーラー計量をも
つような偏極代数多様体は強K-半安定である．
これらの結果は Birkh¥”auser 社の小林記念
論文集に掲載された． この新しく導入された
強K-安定性の概念が，以下のように漸近Chow
安定性と深い関係があることが分かった． 
  
(2) 新田泰文氏（東工大）との共著「Strong 
K-stability and asymptotic Chow stability, 
Progress in Math.第308巻」で，一般の偏極
代 数多様体に対して，強K-安定性から漸近
Chow 安定性が従うことを示した．この結果を



用いると強K-安定性の仮定の下に，balanced
計量の列が得られるので，これは定スカラー
曲率ケーラー計量の存在問題において将来的
にも非常に重要な役割を果たすと思われる．  
 
上の (1) と (2) をさらに発展させた論文 
(3)「The Yau-Tian-Donaldson conjecture for 
general polarizations, I」を Springer Proc. 
Math. Stat.の第154巻に発表した．この論文
は強 K-安定性から定スカラー曲率 Kaehler 
計量の存在を導く具体的なプランを提示した． 
 
さらに，我々の研究課題の一環として，  
(4) 論文「An l -th root of a test 
configuration of exponent l」も雑誌 Complex 
Manifolds の第３巻に掲載され，テスト配位 
のモジュライ空間 M のある種の有界性（プ
レコンパクト性）を示した． 
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