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研究成果の概要（和文）：理想気体環境に入れられた二つの重粒子が、環境軽粒子達とノン・ランダムな相互作
用をしながら動く系について、軽粒子達の質量が０に収束する時、重粒子達の挙動の極限を考えた。特に、二つ
の重粒子と軽粒子達との間の相互作用は同じタイプであると仮定する。重粒子達の挙動に相対効果がある場合と
ない場合それぞれについて、対応している確率微分方程式の解により定められる確率過程の収束を証明すること
により、それぞれの極限過程の唯一の候補を求めた。また、相対効果がある場合について、粒子モデルの解が実
際に上述の極限過程の候補に収束することを証明した。

研究成果の概要（英文）：Put two heavy particles into an ideal gas environment, a system consists of 
infinitely many light particles with a certain initial distribution, and assume that the 
interactions between particles are non-random. In this research, the interactions between the heavy 
particles and the light particles are assumed to be of same type. We are interested in the problem 
of the limit behaviors of the heavy particles when the mass of the light particles converges to 0, 
under different settings. 
We considered the stochastic differential equations corresponding to the cases with or without 
relative efficacy for the behaviors of heavy particles, and proved the convergences of the 
corresponding stochastic processes. This gives us the concrete expressions of the only candidate 
limit processes for each case. Also, we proved the convergence of the particle-environment model to 
this candidate for the case with relative efficacy. 

研究分野： 確率論
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１． 研究開始当初の背景 
 
ニュートン力学系やハミルトン力学系等

のノン・ランダムな力学系は、確率過程を導

出するのによく使われるモデルである。例え

ば、拡散過程を説明するために、一定の初期

分布に従う無限個の軽粒子を含む理想気体

と呼ばれる環境に置かれた重粒子の動きが

よく使われる。なぜならば、直感的には、重

粒子はたくさんの軽粒子に作用され、もし各

作用が独立であると仮定できるならば、独立

同分布な確率変数の中心極限定理により、重

粒子の挙動を拡散過程とみなせるからであ

る。 

 

しかし、現実的には、粒子間の相互作用は

重粒子のみならず、軽粒子達へも影響を与え

るので、各時刻における軽粒子の分布は元の

軽粒子の分布と異なるのは自明であり、重粒

子と一度相互作用した軽粒子が再び重粒子

と相互作用することもあり得るので、重粒子

に作用する各軽粒子が独立同分布であると

仮定するのも正しくない。 

 

厳密的には、重粒子を入れる前の軽粒子環

境は一定の確率分布に従い、軽粒子達と重粒

子達の間の相互作用はランダム性のない力

学運動法則に従うとし、軽粒子達の質量 m 

が 0 に収束し、軽粒子の密度も各軽粒子の

速度もそれに合わせて無限大に行くときの

重粒子達の挙動を議論することが必要であ

る。 

 

この問題は、1971 年に Holley によって

初めて提出され、重粒子が一個しかない、し

かもすべての粒子が一次元で動く場合に関

して研究された。その後、色々な研究者によ

り拡張され、特に最近、Liang-Kusuoka の研

究により、重粒子が二つあり、かつ各相互作

用がポテンシャルにより与えられる場合に

ついて、m が 0 に収束するときの重粒子達

の挙動が研究された。具体的には、二つの重

粒子が異なるタイプ、即ち、重粒子達と軽粒

子達との間の相互作用は、一つの重粒子が吸

引力であり、もう一つの重粒子が斥力である

場合、重粒子達の挙動は「反射壁のある拡散

過程」に収束することが証明された。 

 

しかし、例えば結晶確率モデルを説明する

ために、二つの重粒子は軽粒子達と同じ種類

の相互作用を持つ場合についても研究しな

くてはならない重要な問題ではるが、殆ど研

究されていなかった。 

 
 
２． 研究の目的 

 

本研究の目的は、上述のように、一定の初

期分布に従う無限個の軽粒子を含む理想気

体と呼ばれる環境に置かれた二つの重粒子

がランダム性のない力学運動法則に従って

軽粒子達と相互作用しながら動くとし、軽粒

子達の質量が 0 に収束するとき、重粒子達

の挙動の極限として結晶確率過程を導くこ

とにある。特に、二つの重粒子と軽粒子達と

の間の相互作用は同じ種類である場合につ

いて研究する。 

 

ここで特に重要なのは、重粒子達に作用す

る軽粒子達に関して独立性という不自然な

条件を課さずに、重粒子達の挙動を議論する

ことである。 

 

このとき、重粒子達の挙動について、相対

効果を仮定するかどうかによって、状況が全

く異なる。具体的には、相対効果がある場合、

重粒子達の速度は光速という定数を超える

ことがないので、位置を表す確率過程のタイ

ト性は割と簡単に得られる、しかし、速度の

不連続性により、例え速度を表す確率過程の

タイト性を証明できたとしても、それを具体

的に記述するのは簡単ではない。一方の相対



効果がない場合について、重粒子達の速度自

身が有限時間で無限大になる可能性がある

ので、位置によって定められる経験分布の過

程を考えることになるが、エネルギーの激し

い減衰により、位置の取りうる範囲を定める

のも簡単な問題ではない。 

 
 
３． 研究の方法 

 

本研究において、主に以下のアイデア・手

法が使われた： 

 

（１）まず、相対効果が存在する場合につ

いて、極限過程の候補を求めるために、対

応している確率微分方程式の解の極限を研

究した。 

この問題に関して、一番の難点は極限にお

ける速度の非連続性である。詳しく説明する

と、ポテンシャル関数はコンパクトな台を持

つので、極限過程は存在と仮定すれば、拡散

過程相及び等速運動相という二つの相を持つ

ことが予想される。具体的には、重粒子がポ

テンシャルの台の外にある時には、元々の確

率微分方程式は実質パラメータを含んでいな

いので、極限が自然的に存在し元の拡散過程

と同じものになる、これが拡散過程相を与え

る。一方、重粒子がポテンシャル関数の台の

中に入った瞬間、運動量が瞬時に無限大にな

り、速度は光速になる。これが等速運動相で

ある。また、等速運動相では重粒子はある特

定な場所では反射されて再び二つの相の境界

に戻る。 

問題は、重粒子が等速運動相から二つの相

の境界に戻った時、どんな挙動を取るのかで

ある。再び反射して等速運動相に留まるのか、

それとも拡散過程相に突入するのか。また、

拡散過程に入るのなら、初期速度はどんな値

を取るのか。実はこれが今の問題の一番の難

点である。 

本研究では、二つの新しい確率過程を導入

することによりこの問題を解決した。具体的

には、まず「総エネルギー」という確率過程 

Ht を考えると、これは重粒子がどの相にあっ

ても常に有限な値を取り、しかも満たしてい

る確率微分方程式も具体的に与えることがで

きる。即ち、Ht は常時追跡可能である。一方、

拡散過程相では、運動量の絶対値は Ht によ

って一意的に定まる。さらに、等速運動相で

は、運動量は無限大にはなるが、実は、無限

大になるのは位置と同じ方向の成分だけであ

る。よって、「運動量の位置に直行する成分」

 Rt を考えれば、これも常に有限であり、し

かも追跡可能である。即ち、重粒子が等速運

動相から二つの相の境界に到着したとき、重

粒子がどんな挙動を取るかは Ht とRt の値

によって完全に定められる。 

 

（２）次に、相対効果が存在する場合に関し

て、粒子環境のモデルについて研究し、軽粒

子達の質量が 0 に収束する時、重粒子達の

状態を表す確率過程が収束することを証明

した。この証明は、タイト性及び収束性の証

明という二つのステップに分けられる。 

タイト性を証明するとき、一番の難点は、

重粒子達のみならず軽粒子達も同時に動いて

いるので、系の動きを表す微分方程式が非常

に複雑であり、解析が難しい。しかし、軽粒

子達と比べれば、重粒子達の速度が十分遅い

ので、軽粒子達の挙動を考えるとき、重粒子

達は動いていないものとして近似できるはず。

上述の問題の解決策として、今述べたように、

軽粒子達の挙動を、重粒子達が動いていない

時のもので近似し、この近似の精密な誤差評

価も具体的に与えたのがポイントである。こ

の近似により、考える常微分方程式が元の方

程式より簡潔なものとなり、具体的な性質を

議論することが可能になった。 

上述の近似により、重粒子達の状態を表す

過程を“マルチンゲール項（ジャンプ可）＋

ドリフト項＋十分小さい剰余項”と分解でき

た。ここで、この分解の各項について、時間

に関する連続性に拘らなかったのもポイント



の一つである。なお、収束先の具体的な表現

を求めるときはマルチンゲール理論を用いて

求めたが、その時にもこの分解が使われてい

る。 

 

（３）また、相対効果が存在する場合に関し

て、一次元の場合について、対応している確

率微分方程式を考えることにより、求める極

限過程の唯一候補の具体的な記述を与えた。

総エネルギーの減衰が非常に激しいので、対

応しているノンランダムな微分方程式に関し

てですら、解によって定められる経験分布の

極限過程が自明ではない。 

この問題を解くために、まずノンランダム

な微分方程式を考え、重粒子の取りうる範囲

を与える新しい過程を導入し、一往復に費や

される時間及びそれにおけるエネルギーの減

衰との間のバランスを詳しく評価することに

より、ノンランダムな場合における解によっ

て定められる経験分布過程の極限を求めた。

その後、マルチンゲールの表現定理及びブラ

ウン運動の色々な性質を使い、ランダムな場

合をノンランダムな場合に帰着し、問題にし

ている解によって定められる経験分布過程の

収束を証明した。 
 

 
４． 研究成果 

 

本研究の成果として、一定の初期分布に従

う無限個の軽粒子を含む理想気体と呼ばれ

る環境に二つの重粒子が置かれ、二つの重粒

子が同種類であるモデルの研究に関連し、以

下の問題を解明できた： 

 

重粒子達の動きに相対効果がある、即ち重

粒子達の速度は光速という定数を越えられ

ないという場合について、まず対応する確率

微分方程式を考え、解の分布のタイト性を証

明し、「総エネルギー」及び「運動量の位置

に直交する方向の成分」という二つの新しい

確率過程を導入することにより、確率微分方

程式の解の分布の極限過程の具体的な記述

を与えた。また、元の粒子モデルについて、

軽粒子達の質量が０に収束するとき、重粒子

達の動きを表す確率過程が前述の極限過程

候補に収束することを証明した。 

 

また、重粒子達の動きに相対効果がない場

合について、対応する確率微分方程式の一次

元の場合を研究した。まずブラウン運動の

色々な性質を用いて、ノンランダムな場合に

帰着した。また、総エネルギー過程を考え、

重粒子の取りうる範囲を表す確率過程を新

たに導入することにより、位置によって定め

られる経験分布過程の収束を証明し、極限過

程の具体的な形を求めた。特に、一次元の場

合、極限過程はノンランダムなものになる。

これにより、同種類重粒子で、相対効果がな

い場合の極限の候補を与えた。 
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