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研究成果の概要（和文）： 一次元拡散過程の場合にはフェラーの境界分類をとおして、半群のスペクトル的性
質が分かる。より一般の対称マルコフ過程に対しては、一次元拡散過程に近い性質を持つクラスの導入が大切で
ある。そこで、レゾルベントが緊密性とよばれる性質を持つ対称マルコフ過程のクラスを定義し、一次元拡散過
程の次に考察すべき対象として提案した。このクラスに属する対称マルコフ過程は、保存的な場合には一様超指
数再帰性とよばれる強いエルゴード性を示し、保存的でない場合には早い爆発を表す。マルコフ半群はコンパク
ト作用素となり、すべての固有関数は有界連続関数になることを示した。保存的でない場合には準定常分布の存
在と一意性が導かれた。

研究成果の概要（英文）：For one-dimensional diffusion processes the spectral properties of their 
semigroups can be studied in terms of Feller's boundary classification. It is important to introduce
 a class of symmetric Markov processes which possess properties similar to one-dimensional diffusion
 processes. In this study, we proposed such a class of symmetric Markov processes and obtain some 
spectral properties of them. If a symmetric Markov process in this class is conservative, it has 
very strong ergodicity called uniform hyper exponential recurrence. If it is not conservative,  it 
explode very fast. By using these properties we can show that its semigroup becomes a compact 
operator and every eigenfunction has a bounded continuous version. Moreover, the principal 
eigenfunction is integrable. As its important application, the existence and uniqueness of the 
quasi-stationary distributions are derived for non-conservative symmetric Markov processes in this 
class.

研究分野： 確率過程論

キーワード： 対称マルコフ過程　ディリクレ形式　測度空間上の確率解析　準定常分布
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１． 研究開始当初の背景 
確率解析の研究において，与えられた適切

なデータをもとに，連続時間パラメータの確
率過程を構成し，その性質を調べることは最
も基本的な問題である．ユークリッド空間の
領域やリーマン多様体など可微分構造を持
つ空間においては，一つの強力な手法として
確率微分方程式の理論があり，既に深い理論
と広汎な応用が展開されている．一方，1980
年代頃から様々な物理モデルの研究を通じ
て，多様体上の道の空間やフラクタル集合な
ど，局所構造が古典的なものと本質的に異な
る特異な空間上に確率過程を構成し, その確
率解析を行うことが注目され始めた．この場
合，係数にある程度の滑らかさを必要とする
確率微分方程式の理論は適用不可能になる. 
そのため, 福島正俊により構築されたディリ
クレ形式による構成方法の有用性が認識さ
れるようになった．この二つは適用範囲が異
なり，それぞれ相補う理論と言える．ディリ
クレ形式の理論は，マルコフ性をもつ正値二
次閉形式として定義され, 「その定義域に十
分豊富な連続関数を含む.」という, 確認が容
易な条件のもと，対称マルコフ過程が構成さ
れる. 特段の空間構造を必要としない柔軟さ
が大きな利点であり，この 30 年間に理論と
応用の両面で大きな進展を遂げた．測度距離
空間上の拡散過程の最適輸送理論への応用
は, 幾何学, 偏微分方程式論を巻き込んで 
近年大きな進展を遂げたテーマである. 飛躍
型マルコフ過程の確率解析においても, ハル
ナックの不等式, ハーディの不等式, ポアン
カレの不等式に代表される関数不等式が非
局所ディリクレ形式に拡張され, 飛躍型マル
コフ過程の基本解の精密な評価など解析的
理解が大きく進展した. それらを応用した飛
躍型マルコフ過程の経路の性質, 保存性・再
帰性などの大域的性質に関する確率論研究
の進展もみられる. 
 
２. 研究の目的 
研究の目的を箇条書きにすると, 非局所デ

ィリクレ形式に付随する内在的距離の研究
と内在的距離を用いた飛躍型マルコフ過程
の保存性, 脱出レートの研究, 滑らかな測度, 
特に境界測度の加藤クラス, ディンキン・ク
ラスなどによる特徴付け, フラクタル上の拡
散過程のマルチンゲール次元の決定・評価と
一般の状態空間で定義されたディリクレ形
式のマルチンゲール次元の解析的特徴付け, 
抽象ウィナー空間上の有界変動関数の基礎
理論と確率過程論への応用, 非局所ディリク
レ形式や無限次元空間上のディリクレ形式
の拡張問題, 特に, マルコフ自己共役拡大お
よびシルバーシュタイン拡張の一意性に関
する十分条件, 測度距離空間上のディリクレ
形式に付随する最適輸送理論の確率解析へ
応用がある. 
上記のテーマに関しては，少しの萌芽的研

究が存在するものの, 最近になっていくつか

の実質的な進展があった．本申請研究では，
上記の研究で蓄積された成果とテクニック
を踏まえ，積年の課題であったこれらの研究
課題に着手する.  
確率解析に関する基礎理論の整備が必要

になる. 非局所ディリクレ形式では, 局所的
にディリクレ空間に入る関数のクラスは扱
い難く, 確率解析の基本的な道具である福島
分解は成り立たない. そのため, 確率解析は
ディリクレ空間に入る関数をもとに行われ
ていた. 最近, 分担者である桑江は, より広
い関数空間に対して福島分解を拡張した. こ
の新しく導入された関数空間まで従来の結
果が拡張可能かどうかの検証を地道に行う
必要がある. ディリクレ形式に適合した内在
的距離はこの関数空間に含まれ, 非常に一般
な対称マルコフ連鎖の保存性や無限遠点へ
の脱出レートが，ディリクレ形式に適合した
内在的距離による体積増大度で特徴づけら
れることが期待できる.  
 一般の状態空間上で定義された局所ディリ
クレ形式から構成される対称拡散過程の経
路について，その微視的挙動を直接的に記述
する理論構築に関しては, 分担者, 日野によ
り考察のためのプログラムが提示されてい
る．すなわち, 通常の意味で微分構造を持た
ない空間においても各点における「接空間」
を定義し，ランダムな粒子がその接空間に沿
って運動する状況を記述する．対称拡散過程
に付随する「ノイズ」の性質をより詳しく調
べる．道の空間等の無限次元空間の領域にお
いて，ディリクレ形式の定義域の拡大の一意
性の問題を解決し，反射壁拡散過程の挙動の
記述および，適切な付帯条件の下での拡散過
程の一意性を証明する．ディリクレ形式によ
り構成される拡散過程で駆動する「確率微分
方程式」の理論を展開する．以上の研究に対
して, マルチンゲール次元という概念が非常
に重要な役割を果たす. マルチンゲール次元
なる概念は, どこまで飛躍型マルコフ過程に
拡張可能か調べることは, 興味深い今後の課
題である. ディリクレ形式の枠組で，確率微
分方程式のように局所構造が顕になる形で
の理論展開ができれば，従来より柔軟な解析
が可能となり，この分野の発展において大き
な突破口になることは間違いない．種々の無
限次元空間上の確率解析の研究にもインパ
クトを与える.  
 場の量子論など数理物理に動機付けを持つ
無限次元の問題が，ディリクレ形式の理論を
用いた関数解析的な方法と確率論的な方法
を相互に取り入れて解析されてきた．また,  
マリアバン解析や無限次元空間におけるラ
フパス理論・有界変動関数の理論とその応用
についての研究が, 分担者，会田，日野によ
り研究されてきた．数理物理的な動機を持ち，
マルコフ拡大の一意性・本質的自己共役性の
問題, 準古典近似の問題, 反射壁拡散過程
の解析などは, 経路空間やループ空間上の解
析学での重要な未解決問題として良く知ら



れたものであり，従来の技法を超えた新たな
観点からの寄与をする． 
 最適輸送理論が確率測度空間の幾何学的土
台を与えること，および，熱方程式を含む多
くの偏微分方程式がこの空間上の勾配流と
して実現されることが解明されて以来 10 年
余りの間に，最適輸送理論は幾何学や解析学，
確率論の諸問題と有機的に結合しながら爆
発的に発展してきた．分担者の桑田らにより，
最適輸送理論によるリッチ曲率の下限の定
式化，確率測度の空間上の標準的なマルコフ
過程であるWasserstein過程の構成などと関
連して，無限次元空間である確率測度の空間
の特性が盛んに研究されている．特異空間上
のディリクレ形式や調和写像の解析，拡散過
程の結合法などにおいて，最適輸送理論の確
率解析への応用を目指す． 
 
３．研究の方法 
連続な経路を持つ拡散過程の場合と比べ

て, 飛躍型 Markov 過程の経路はより複雑で
多様なため，その困難克服に飛躍型熱核評価
や擬微分作用素などの解析手法を組み合わ
せ多角的な解析を展開する必要がある．上村
は, 本テーマの専門家 R. Schilling(ドレス
デン工科大)と既に共同研究を進めており
([¥ref{SU}]), 引き続き密接に研究連絡を
取った.  
マルコフ過程論の変換論の一つであるラ

ンダムな時間変更の理論が極めて有効に機
能する事が判明しつつある．またディリクレ
形式の変分公式, いわゆるドンスカー・バラ
ダーンの I－関数とディリクレ形式の同定は,
緊密性を持つマルコフ過程の基底の存在に
関する一般的な定理を導くことが分かるな
ど, 本テーマに関しては竹田, 桑江による
結果が蓄積されている.  基底の存在は, 平
衡測度や準平衡分布の存在を導き, 幅広い
応用の可能性がある. 一方, マルコフ半群
の超縮小性は平衡測度や準平衡分布の一意
性を導き, さらに超縮小性は対数ソボレフ
の不等式と密接に関連する. これらを踏ま
えて，応用範囲の拡大を図るため,会田, 塩
沢を加えて研究連絡を密にとった. 
ランダム媒質で定式化される数学モデル

での主題となる局在化および準安定性に対
し，熱核評価や大偏差原理に関連するポテン
シャル論的方法を利用した，新たな道筋の構
築を目指す．本課題に関しては連携研究者の
熊谷が精力的に研究を進めており, 塩沢, 
梶野らが担当した. 
 対称マルコフ過程の乗法汎関数による変換
論, 飛躍過程の無限遠点への脱出レートの
特定などに関して, 非局所ディリクレ形式
における内在距離の興味深い応用例が最近
得られている. 桑江は, Z.Q. Chen(ワシント
ン大), P. Fitzsimmons(カリフォルニア大) 
と一般のディリクレ形式に付随する確率解
析の構築にあたった.  また桑江, 塩沢は, 
グラフ上の連続時間マルコフ連鎖の保存性

や脱出レートについての内在距離を用いた 
解析で, A. Grigor'yan(ビーレフェルト大), 
D. Lenz(イエナ大), 正宗(東北大)と研究連
絡を取っている. 彼らとの研究交流をおこ
なった. 
 
４．研究成果 
 対称マルコフ過程に対して, 既約性, 強
フェラー性, 緊密性なる三つの性質をもつ
クラス(クラス(T))を導入し, その性質を調
べた. 特に, そのクラスに属するマルコフ
過程が生成する半群はコンパクト作用素と
なり, 全ての固有関数が有界連続となるこ
とが示せた. さらに保存性を仮定すると, 
非常に強いエルゴード性, すなわちコンパ
クト集合の補集合からの脱出時刻が指数可
積分性をもつことが示せ, この事実を用い
て初期値に関する一様なドンスカー・ヴァラ
ダーン型大偏差原理の成立を証明した.  
 吸収壁マルコフ過程がクラス(T)に属する
条件を確認した. 条件が確認される場合に
は, 半群のコンパクト性, 特に基底の存在
が分かり, 基底を用いた h-変換によって構
成される対称マルコフ過程は, クラス(T)に
属する保存的な対称マルコフ過程になるこ
とが確認できる. そこで一様なドンスカ
ー・ヴァラダーン型大偏差原理を応用するこ
とで, 局所一様なドンスカー・ヴァラダーン
型大偏差原理の下からの評価を, 吸収壁マ
ルコフ過程に対して示した.  クラス(T)に
属する保存的でない対称マルコフ過程に対
しては, 準定常分布の存在と一意性を示し
た. さらに基底が可積分であることも示せ, 
準定常分布を具体的に与えることができ, 
マルコフ半群の内在的超縮小性を仮定する
とヤグロム極限になっていることが示せた. 
例えば, 有界領域上の吸収壁対称安定過程
に対しては常にヤグロム極限の存在と一意
性が示せ, 無限の測度をもつ領域でも存在
と一意性が示せる例を見つけた. 
 マルコフ作用素にポテンシャルを加えてで
きるシュレディンガー型作用素のグリーン
関数に関するポテンシャルに対して, 最大
値原理, 連続性原理, エネルギー原理など
マルコフ核のポテンシャルの持つ性質が保
たれるための条件を与えた. 
以上の結果は, マルコフ半群のLp独立性を
もとに, 連続加法汎関数に対して竹田がえ
た結果であるが, 最近桑江は, 金大弘との
共同研究で, 飛躍をもつ加法汎関数やエネ
ルギー零の汎関数にまで拡張した. 
会田は, 回転対称負曲率多様体上のループ
空間で定義されたディリクレ形式のスペク
トルギャップの漸近挙動を, パスのエネル
ギー関数のヘッシアンを用いて決定した. 
また, 反射壁の項と最大値過程のドリフト
項が含まれる一次元確率微分方程式の多次
元版を考察し, サポート定理を証明した. 
日野は, 状態空間に特段の構造を仮定しな
い場合における強局所正則ディリクレ形式



に付随した指数の定量評価の問題に取り組
み, 適当な付加条件の下で指数がスペクト
ル次元以下となることを証明した.ま
た,Erdos--Renyi グラフ過程を高次元化した
ランダム単体複体過程について,パーシステ
ントホモロジーの文脈における生存時間和
の漸近挙動を考察し, 平岡--白井による先
行研究の結果を金澤秀との共同研究で改良
した. 
上村は, 大倉弘之との共同研究で, 一般の
測度付き距離空間上で定義された対称な正
則ディリクレ形式に対応する容量不等式の
詳しい評価を, 飛躍率と基礎の測度を用い
て導出した. また, その副産物として対応
する純飛躍型のマルコフ過程の再帰性条件
を, 容量不等式評価を用いて行なった. ま
た, Liping Li と Jiangang Ying との共同研
究で, 一次元対称拡散過程に対応するディ
リクレ形式の正則部分空間のクラスを特徴
づけ, そのクラスに属するディリクレ形式
列のMosco収束を示した. また, 大島洋一と
の共同研究で, 半ディリクレ形式を含む一
般のディリクレ形式から生成されるマルコ
フ過程の保存性について, 拡散係数・飛躍
率・球の基礎の測度による増大度を用いて条
件づけた. 
桑江は, ファイマン・カッツ汎関数の計測
性の特徴づけについて, その条件の精密化
を行なった. また対称マルコフ過程のレゾ
ルヴェント・フェラー性の確率論的変換によ
る安定性について示した. マルコフ過程の
反転作用を用いたディリクレ形式に付随す
る確率解析の理論を構築した. Xiangdong Li 
との共同研究では, 重み付きリーマン多様
体に付随するm-Bakry-Emeryリッチテンソル
のm<1の場合におけるラプラシアンの比較定
理と, それにともなう種々の幾何学的性質
を得た. また, Z.Q.Chen と金大弘との共同
研究では, ファインマン・カッツ半群のスペ
クトル半径の L^p-独立性について, 全測度
有限の条件を外して超縮小性の条件だけで
成立することを示した. 
桑田は, 相対エントロピーの差を加味した
熱分布間の最適輸送距離の評価が, 曲率次
元条件を特徴づけるものであることを測度
距離空間の枠組みで示した. また, ペレル
マンの W-エントロピー汎関数の単調性にお
ける剛性定理の有限次元非負曲率の測度距
離空間上への拡張について, 証明の大枠を
得た. RCD 空間上の確率解析, 幾何解析とし
て, 無限次元スペクトルギャップ不等式の
剛性定理, W-エントロピーの熱分布に沿った
単調性の剛性定理,ブラウン運動の動径過程
の解析等の研究について, 細部を整理し,ま
た広いクラスの劣リーマン多様体上で, 一
般化された曲率次元条件の一般化に基づく
幾何解析を展開した. 
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