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研究成果の概要（和文）：行列関数を係数に持つ線形方程式の高速解法の総合的開発を目的とし，本研究プロジ
ェクトにより以下の研究成果が得られた． (1) 行列多項式を係数に持つ線形方程式に対するクリロフ部分空間
法の開発 (2) 行列平方根を高速に計算するアルゴリズムの開発 (3)行列累乗根を高速に計算するアルゴリズム
の開発 (4)特殊行列のテンソル積分解．研究成果(2)と(3)は，行列平方根や行列累乗根を係数に持つ線形方程式
に対するクリロフ部分空間法の高速化に繋がる．成果(4)は，行列関数の内部にテンソル構造を有する際に，そ
の構造を活かした効率的数値解法という当初予想されなかった研究の展開に繋がる．

研究成果の概要（英文）：The purpose of the research project is to develop fast numerical algorithms 
for solving linear systems with matrix functions, and the research project mainly yielded the 
following results: (1) an efficient Krylov subspace method for solving linear systems with some 
matrix polynomials; (2) a method for boosting the speed of convergence of Newton's iterations to 
compute the matrix principal square root; (3) a cost-efficient variant of Incremental Newton method 
for the matrix principal pth root; (4) tensor decomposition algorithms for some special matrices. 
The results (2),(3) may lead to efficient Krylov solvers for the corresponding linear systems. The 
result (4) yields a novel direction for the case where the coefficient matrix has a tensor 
structure, which was not expected before the research project.

研究分野： 数値線形代数
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１．研究開始当初の背景 
   理論・実験に続く第３・第４の科学的手
法と言われている計算科学・データ科学にお
いて，大規模線形方程式（連立１次方程式）
の求解は基本的であり，頻繁に計算の主要部
になるため高速解法の需要は高い． 
線形方程式の数値解法は，ガウスの消去

法（直接法）やガウス-ザイデル法（定常反
復法）の名前があるように長い歴史を有し，
現在も重要な研究課題である．その長い歴
史の中で比較的新しい解法族であるクリロ
フ部分空間法は，高速フーリエ変換と並び
“20 世紀の Top 10 アルゴリズム” [米国
応用数理学会 SIAM News,Vol.33,2000]の一
つに選出されており，国内外でその有用性
が広く認識されている．このような動向の
中で研究代表者はクリロフ部分空間法の理
論研究と解法開発を行っている． 
近年，行列関数を係数に持つ大規模線形方

程式の高速算法の需要が高まっている．その
中の一つとしてシフト線形方程式は，行列１
次多項式を係数に持つ線形方程式系であり，
計算物質科学・計算素粒子物理学・最適化問
題・逆問題等に共通して現れるため，クリロ
フ部分空間法の観点で高速解法が研究・開発
されている．その指導原理はクリロフ部分空
間のシフト不変性といわれるものであり，原
理的には１つのシフト線形方程式を解く程
度の手間で，複数のシフト線形方程式を解く
ことができるという画期的な理論である．行
列関数の最も簡単なシフト線形方程式につ
いては高速解法が得られているが，他の行列
関数である行列高次多項式，行列指数関数，
行列平方根を係数に持つ線形方程式に対す
る高速解法は発展途上である．  
  
２．研究の目的 
   行列高次多項式，行列平方根，行列累乗
根，行列指数関数を係数に持つ線形方程式に
対する高速解法の総合的開発を目的として
いる． 
 
３．研究の方法 
 クリロフ部分空間のシフト不変性の理論
を拡張する方向として，(1)行列高次多項式
から作られる両空間の高次シフト不変性の
理論を構築し，この知見をもとに，研究目的
を達成する方法，(2) 行列関数（行列平方根，
行列累乗根）の高速計算法を開発する方法，
具体的に説明すると，行列関数自体を高速に
求めることで行列関数を係数に持つ線形方
程式求解のためのクリロフ部分空間法に対
して前処理技術の直接的構築が可能になる．
(3) 行列計算の高速計算法に関する方向，前
述の汎用的な解法を目指す方向とは対極に
位置する．すなわち，特殊な行列に絞ってそ
の数学的性質を明らかにすることにより特
殊な行列関数に対する高速解法への開発な
ど多方面から研究を進めた． 
 

４．研究成果 
 
(1) 行列多項式に関する成果 
行列１次多項式を係数にシフト線形方程

式を一般化した一般化シフト線形方程式に
対する数値解法を開発した．本成果は国際会
議 ICICS2016 の基調講演として発表された
（学会発表④）． 計算結果の例を表１に示す．
表１から従来法（BCOCG 法）よりも提案法
(BGSCOCG法)が約20倍高速であることが分か
る． 
 

表１：従来法と提案法の計算時間の比較 
（学会発表④の抜粋）． 

数値解法 計算時間[秒] 

BCOCG法 163247 

BCSCOCG法 8049 

 
理論的には，ブロック・クリロフ部分空間

のシフト不変性が通常では成り立たない状
況を，適切な変換を行うことでシフト不変性
が成り立つことを示し，この変換を利用して
高速解法の設計を行うことができたことに
意義がある． 
 

(2) 行列平方根に関する成果 
 量子情報科学や物性物理学に現れる行列
平方根を求めるための数値解法としてニュ
ートン法がある．（通常の数値解析の教科書
等に記述されているニュートン法の微分を
フレシェ微分に置き換えた解法に対応す
る．）このニュートン法を高速化するために
初期行列の与え方が重要である．しかし，初
期行列と元の行列との積が可換であるとい
う強い制約のために，これまで研究がほとん
ど行われていなかった．そこで，元の行列と
可換である行列多項式の集合の中から，行列
平方根との距離が最小となる行列多項式を
抽出する理論を構築し，近似的に最小となる
実用的な初期値の構成方法を提案した．（学
術論文③，学会発表⑧⑨） 
 
(3) 行列累乗根に関する成果 
素粒子物理学等で必要とされる行列p乗根

に対する Newton 法である Incremental 
Newton 法に対する高速化に成功した．行列の
サイズは N×Nとすると，所要演算量は p<100
に対してO(p×N^3)から O(log(p)×N^3)程度
に削減された．具体的に説明すると p=100，
つまり行列 100 乗根については，約 10 倍の
高速化が達成されることになる．この成果は
国内で口頭発表により公表され（学会発表②，
③），さらに国際論文誌に掲載された（雑誌
論文②）． 
 
(4) 線形方程式の数値解法の開発 
複素対称行列を係数に持つクリロフ部分

空間法として，COCG 法と COCR 法がある．こ
れらの解法の安定性を高めるべく，解法の開



発を行った（雑誌論文⑨）．本プロジェクト
後にはなるが複素対称行列の場合の解法と
して組み入れることなど，今後の発展が見込
める． 
 
(5)行列関数からテンソル関数への展開 
あ光学等での応用があるヘルムホルツ方程
式を含む一般の２階線形偏微分方程式を数
値的に求める解法（行列関数として拡張テン
ソル和構造を持つ線形方程式の数値解法）に
対する誤差を効率良く推定する手法の開発
を行った．本成果は，ギリシャでの国際会議
SLA2014 において招待講演を行い，国際論文
誌として公表された．（学会発表⑩，学術雑
誌⑤）本成果は，特殊な構造を持つ行列関数
計算にテンソルの視点が入ることで，豊かな
知見を生み出す可能性を示唆するものであ
る．また，特殊行列である k-三重対角ℓテプ
リッツ行列や k-三重対角テプリッツ行列 
に対するテンソル積分解を提案し，固有ベク
トルがテンソル積で表現できることを明ら
かにした．（雑誌論文⑥⑦） 
 
(6)その他，行列計算に関する成果 
 行列に対する基本的な量としてパフィア
ンという概念がある．パフィアンは組み合わ
せ論や微分方程式のソリトン解の表示に現
れるが，一般に計算コストがかかる．この問
題に対してある Skew-Centrosymmetric 行列
のクラスにおいては高速に計算するアルゴ
リズムを構築することが可能であり，かつそ
のアルゴリズムは破綻せずロバストである
ことを示した．この研究は，国際論文誌に掲
載された(学術雑誌①)．  また，k-三重対
角行列に対する（パフィアンに類似した概念
である）パーマネントに関しても高速かつ破
綻しない解法を構築し，国際論文誌に掲載さ
れた（学術雑誌⑧）．さらに k-三重対角行列
を拡張した行列に対する高速ブロック対角
化アルゴリズムを開発した（学術雑誌④）．
今後，特殊行列に関する行列関数への応用が
期待される． 
 
(7)今後の課題 
行列指数関数に関する研究課題の推進が

遅延気味である．今後も本プロジェクトによ
る研究成果を基盤とし，引き続き研究を推進
する予定である． 
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