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研究成果の概要（和文）：K3曲面やアーベル曲面上の半安定層のモジュライ空間についていくつかの成果を得
た。たとえばK3曲面の場合に、S同値性により生じる特異点の局所モデルを記述し、アーベル曲面の場合に
strange dualityの例を与えた。さらにBeauvilleの2系列の既約symplectic多様体の場合にKawamata-Morrisonの
cone予想を解決した。Enriques曲面上の安定層のモジュライ空間については空集合でないための条件を標数2の
非古典的Enriques曲面の場合も含め記述し、双有理幾何についてもいくつかの結果を得た。

研究成果の概要（英文）：We obtained some results on moduli of semi-stable sheaves on K3 surfaces and
 abelian surfaces. In particular we described the local structure of the singular points and get an 
example of strange duality. We also proved Kawamata-Morrison's cone conjectures for two series of 
irreducible symplectic manifolds of Beauville.
For moduli spaces of stable sheaves on Enriques surfaces, we described the condition for the 
non-emptyness. We also obtained some results on the birational geometry of the moduli spaces by 
using Bridgeland stability conditions.   

研究分野： 代数幾何

キーワード： モジュライ　複体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
安定層とそのモジュライ空間は微分幾何やYang-Mills理論（インスタントン）と関係し、様々な立場から研究さ
れてきた。本研究では多くのよい性質をもつ曲面であるK3曲面、アーベル曲面、Enriques曲面に対し、そのモジ
ュライ空間の性質を調べた。とくにEnriques曲面上の安定層についてはこれまで研究があまり進んでいなかった
が、この研究で安定層の存在性やモジュライの既約性など基本的な問題に成果を得ることができた。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
アーベル曲面や K3 曲面上の安定層のモジュライ空間は、豊富にあるフーリエ向井変換を巧

みに利用して空集合でないための条件や位相不変量（特に既約性）などモジュライ空間の基本
的な性質が調べられていた。また 21 世紀になり Bridgeland により導入された安定性条件がモ
ジュライ空間の解析に大変有効であることが近年認識されている。とくにアーベル曲面や K3
曲面の場合に、安定複体のモジュライ空間が射影多様体として構成され、安定層のモジュライ
空間の双有理幾何に応用され始めていた。 
アーベル曲面や K3 曲面は標準束が自明な曲面であるが、その有限エタール商、したがって

標準束がトーション元の場合もフーリエ向井変換がアーベル曲面や K3 曲面ほどではないが豊
富にあり、モジュライ空間の解析に利用されてきた。とくに Enriques 曲面上の奇数階数の安
定層のモジュライ空間は非特異であり、そのホッジ数がフーリエ向井変換を利用して計算され
ていた。特に安定層の存在条件が分かっていた。一方偶数階数の安定層のモジュライ空間は、
Kim Hoil による一連の研究で、一般には特異点をもつことが分かっていた。また山田紀美子は
その特異点が有理特異点であることを示し、モジュライ空間の小平次元が 0 になることが分か
っていた。 
 
２．研究の目的 
代数多様体上の安定ベクトル束を調べる事を主目的とするが、連接層の圏ではなく、より一

般的でかつ非自明な対称性が多くある導来圏の中で考察する。したがって複体のモジュライ（と
くに Bridgeland 安定対象のモジュライ）を研究し、その応用として安定層のモジュライ空間
の性質を調べる。 
 
３．研究の方法 

安定層や Bridgeland 安定性は多くの分野と関連を持ち、かつ発展している。それらの知識
を継続して取り入れることは大変重要である。そこで種々の文献を購入し、また研究集会に参
加して、種々の情報を獲得し研究に役立てる。また研究打ち合わせ、研究発表などによっても
研究を進める。 
 
４．研究成果 
（１）アーベル曲面や K3曲面上の安定層のモジュライの研究 
(a) アーベル曲面上の安定層のモジュライ空間の Bogomolov 成分に現れる既約 symplectic

多様体について nef cone と movable cone を記述した。 更に Bogomolov 分解に現れる既約
symplectic 多様体について Lagrangian fibration の底空間が射影空間となることを示した。
またKawamata-Morrisonのcone予想（nef coneへの同型群の作用に関し、基本領域としてfinite 
polyhedral cone が取れるという予想）を movable cone の chamber 分解の定義ベクトルの性質
（すなわち定義ベクトルの Beauville-Bogomolov-Fujiki 形式に関する自己交点数の有界性）に
着目するすることにより Beauville の 2 系列の既約 symplectic 多様体の場合に解決した。また
これらの場合に双有理モデルが有限個であることを示した。 
(b) 曲面上の安定層のモジュライ空間のある種の組について、行列式直線束の大域切断の空

間の間の双対性が観察され、strange duality と呼ばれる。本研究ではアーベル曲面上の安定
層や安定複体のモジュライの上の行列式直線束の大域切断の空間がアーベル曲面の変形に対し
ベクトル束としてふるまうための十分条件を見出し、strange duality の成立例を見出した。   
(c) K3 曲面上の半安定層のモジュライ空間については S同値性により特異点が生じるが、フ

ーリエ向井変換により安定ベクトル束の直和の場合に帰着させることにより、特異点の局所モ
デルを記述した。 
(d) K3 曲面やアーベル多様体など標準束が自明な多様体について、多くの非自明な導来同値

の例が知られている。既約 Symplectic 多様体は K3 曲面の高次元類似であるので、非自明な導
来同値があることが期待される。双有理同値な多様体上の導来同値の構成はいくつか知られて
いるので、双有理同値でない場合に例を構成するのは興味深い問題である。そこで
Meachan,Mongardiと共同で導来同値だが双有理でない既約symplectic多様体の例を構成した。
具体的には K3 曲面上の点の Hilbert スキームの間の導来同値を利用した。この導来同値性は
Ploog により解決されているので、双有理同値性を調べることが問題となる。この問題を向井
格子の算術的な解析（古典的２次形式の問題に帰着される）をすることにより解決した。 
(e) K3 曲面上の安定層のモジュライ空間について Brill-Noether 軌跡を考察した。とくにピ

カール数が１の K3 曲面上で階数が３以下の場合にモジュライ空間の一般元についての層係数
コホモロジー群を計算した。手法は Bridgeland 安定性とその壁越え現象を利用するもので、
rigid 層による壁の構造解析が重要な役割を果たす。今後はもっと一般の場合（階数がより高
い場合など）についても研究を進める予定である。 
(2) Enriques 曲面上の安定層やそのモジュライ空間についての研究。 
(a) 安定層の存在問題: Enriques 曲面は標数が 2でない場合は、K3 曲面のエタール商とあ

らわされるなど標数 0の場合と似通った構造を持っているが、標数 2の場合は標準束が自明で



ある非古典的 Enriques 曲面が存在するなどその性質はかなり異なることが知られている。一方
標数 2の Enriques 曲面は標数 0の曲面の退化として得られることから、安定層のモジュライ空
間の位相的性質は標数 2の場合に遺伝すると期待される。本研究では変形理論なども利用しす
べての Enriques 曲面上で安定層が存在するための条件を記述した。まず標数が 2でなく、また
unnodal な（非特異有理曲線を含まない）場合に安定層の存在条件を以前使った奇数階数のと
きの手法を拡張することにより与えた。さらに Enriques 曲面を変形させることにより、nodal
な場合や標数が 2 の場合にも向井ベクトルの長さが -2 でない場合には安定層の存在条件を与
えた。ところで向井ベクトルの長さが -2 の場合（すなわち例外ベクトル束の場合）には、標
数 0の場合には Kim Hoil がその存在条件を与えていたが、その証明にはあいまいな部分があっ
た。そこでその部分を修正および簡略化し、その結果例外ベクトル束の存在条件を標数には依
らない形で与えることができた。Howard Nuer により Bridgeland の安定複体の存在条件と安定
層の存在条件が同じであることがわかっているので、安定複体の存在条件を記述したことにも
なる。 
(b) 標数が2でない場合にunnodal Enriques曲面上の階数2の安定層のモジュライ空間は既

約であることがKim Hoilにより発表されていたが、その証明の一部に議論の省略があったので、
楕円ファイバー構造とフーリエ向井変換を組み合わせた異なるアプローチによる証明を与えた。
これにより、Nuer による偶数階数の場合の安定層のモジュライの既約性の証明が完成した。さ
らに Enriques 曲面を変形させることにより、 nodal な場合にもモジュライ空間の連結性を示
し、したがって正規性が成り立つ場合（たとえば次元が 5以上の場合）に既約性を示した。 
(c) (a)で得られた安定層の存在条件とフィルトレーションに関する次元評価の手法を使っ

て、slope 安定層や slope 安定ベクトル束の存在条件についても結果を得た。 
(d) 本研究で示した安定層（したがって安定複体）の存在定理により、フーリエ向井変換が

存在するための向井ベクトルによる特徴づけを得たので、それを利用し Enriques 曲面上の安定
複体のモジュライ空間を標数が 2でない場合に射影スキームとして構成した。さらに安定複体
や安定層のモジュライ空間の間の双有理対応を調べた。とくに Bridgeland stability に関する
壁越え現象を調べ、壁越えにより双有理写像が引き起こされることをほぼ確かめた。 
(e) Enriques 曲面のモジュライは 10次元であり、その中で general なものは被覆 K3 曲面の

ピカール数が 10になることが知られている。このような general な Enriques 曲面上の安定層
のモジュライ空間は向井ベクトルの被覆 K3 曲面へ向井格子への引き戻しが原始的な場合には
非特異多様体になることが分かっている。このようなモジュライ空間のうち、階数が 0の場合
について、Giulia Sacca はある種の仮定のもと第 2ベッチ数を計算した。この仮定は重複曲線
上の安定層に関する詳細な解析により、成立することを確認することができ、したがって第 2
ベッチ数を求めることができた。この結果はその後の研究でモジュライ空間のピカール群が行
列式直線束として構成されるモジュライ空間上の直線束により生成されることが示されている。 
(3) その他の研究： 
(a) 近年位相的エントロピーの圏論的類似として、導来圏の endofunctor の複雑さを測る圏

論的エントロピーという不変量が導入された。そこでアーベル多様体のフーリエ向井変換に関
するエントロピーを調べた。特にアーベル曲面の場合に詳しく調べ、菊田と高橋による
Gromov-Yombin 型の予想を確かめた。 
(b) 曲面を blow-up した場合に安定層のモジュライ空間の間の関係は perverse coherent 

sheaf のモジュライを考えることにより壁越え現象を調べることにより解析できることが以前
の中島啓との研究によりわかっている。一方戸田により Bridgeland の安定性条件が blow-up
の場合に定義され、その安定性と perverse coherent sheaf の安定性の関連が問題となってい
た。本研究では perverse coherent sheaf のモジュライの壁越え現象が Bridgeland 安定性の壁
越え現象としてとらえられることを示した。また通常の Matsuki-Wentworth の twisted 
stabilityに関する壁越え現象がBridgelandの安定性に関する壁越え現象としてとらえられる
ことを示した。この結果を得るため、モジュライ空間上の直線束に関する考察から、安定性条
件の空間からモジュライ空間の正錐になると期待される空間への全射を構成し、その上の線形
な壁の引き戻しとして安定性条件の空間上の壁が得られることも示した。 
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