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研究成果の概要（和文）：非線型や差分方程式を含めた偏微分方程式系への完全ＷＫＢ解析の拡張を目指して、
種々の可積分系や超幾何系を完全ＷＫＢ解析の視点から考察した。非線型方程式に対する変わり点の交差現象に
対する理解が深まると共に、ホロノミック系の制限に伴って現れる「非遺伝性の二重変わり点」の発見、離散パ
ンルベ方程式のストークス現象を表す接続公式の具体形の決定、楕円函数を利用したパンルベ方程式のインスタ
ントン型形式解の解析的意味付けに関するアイデア、等の新しい知見が得られた。

研究成果の概要（英文）：To extend the exact WKB analysis to systems of partial differential 
equations including nonlinear equations and difference equations, we study several integrable 
systems and hypergeometric systems from the viewpoint of the exact WKB analysis. Consequently we 
obtain deeper understanding for coalescing phenomena of turning points for nonlinear equations and, 
furthermore, the following new results are also obtained: discovery of the appearance of 
non-hereditary double turning points associated with the restriction of holonomic systems, 
determination of the explicit form of connection formulas for Stokes phenomena of discrete Painleve 
equations, and a new idea about the analytic interpretation of instanton-type formal solutions of 
Painleve equations in terms of elliptic functions.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 解析学　関数方程式論　漸近解析　代数解析　可積分系　ホロノミック系　パンルヴェ方程式　ＷＫＢ
解析

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
線型常微分方程式に比して、非線型方程式や差分方程式、さらに多変数の偏微分方程式系に対する漸近解析はま
だまだ発展途上である。本研究で得られた種々の成果は、いずれもこうしたより一般の微分差分方程式系への完
全ＷＫＢ解析の拡張に向けて大きな一歩となるものと考えられる。特に、楕円函数を利用したパンルベ方程式の
インスタントン型形式解の解析的意味付けに関するアイデアは、非線型方程式に対する漸近解析を革新する可能
性を秘めた重要な成果である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
発散級数であるＷＫＢ解にボレル総和法を適用するというアイデアは、A. Voros (Ann. Inst. 

H. Poincaré, 39 巻, 1983) 及び H. Silverstone (Phys. Rev. Lett., 55 巻, 1985) に始まる。彼等
の仕事を J. Ecalle の再生函数の理論の枠組で数学的に再構築した F. Pham のグループや
我々のグループ等の貢献により、２階線型常微分方程式の場合の完全ＷＫＢ解析はほぼ完成を
見た (cf. T. Kawai and Y. Takei: 特異摂動の代数解析学, 岩波書店, 2008)。その後、主として
我々のグループにより完全ＷＫＢ解析の高階線型常微分方程式やパンルベ型の非線型常微分方
程式への拡張が図られ、単純変わり点における高階パンルベ方程式の解の構造定理等の諸結果
が得られた。しかし、Berk-Nevins-Roberts (J. Math. Phys., 23 巻, 1982) により指摘された
「新しいストークス曲線」や、その始点として超局所解析学的考察に基づき導入された「仮想
的変わり点」(T. Aoki, T. Kawai and Y. Takei: Analyse algébrique des perturbations 
singuliéres, I, 1994) の問題は未だ完全な解決には至らず、更に、完全ＷＫＢ解析の多変数化、
即ち偏微分方程式（系）への拡張については、依然ほとんど手つかずの状態であった。 
こうした状況の中、B. Dubrovin (Comm. Math. Phys., 267 巻, 2006) はその頃、特異摂動型

の KdV 方程式の漸近解に対して次のような興味深い結果を示した。すなわち、『KdV 方程式の
（特異摂動パラメータに関する）漸近解の主部は消散項を持たない Burgers 方程式を満たし、
衝撃波を引き起こす。「勾配カタストロフ」と呼ばれるこうした衝撃波が現れる点の近傍では、
KdV 方程式の漸近解の挙動は４階の I 型パンルベ方程式の解により記述される。』Dubrovin に
よるこの結果は、可積分系との関連で現れる偏微分方程式の典型例である KdV 方程式の漸近
解析が、常微分方程式の漸近解析を基礎にして展開し得ることを強く示唆する。 
一方、廣瀬 (Publ. RIMS, Kyoto Univ., 50 巻, 2014) は２変数超幾何系の完全ＷＫＢ解析を

考察し、こうした系では「変わり点の交差」と呼ぶべき現象が起きること、しかも、（Pearcey
積分が満たす方程式なので）Pearcey 系と呼ばれる最も退化した２変数超幾何が一般の２変数
線全積分可能系の「変わり点の交差」が起きる点での標準形を与えることを証明した。この廣
瀬の結果は、線型に限ってではあるが、多変数完全積分可能系の完全ＷＫＢ解析への道を切り
開くものである。 
これらの結果を踏まえ、本研究では、Dubrovin の結果を完全ＷＫＢ解析の視点から見直し、

さらにそれを廣瀬の結果と結び付けることにより、偏微分方程式（系）の完全ＷＫＢ解析に本
質的な進展をもたらすことを目指した。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、「廣瀬の結果の非線型版は何か」という自然な問いに対する答えを見出し、

それによって Dubrovin の結果に完全ＷＫＢ解析的な解釈を与えると同時に、非線型を含めた
偏微分方程式系への完全ＷＫＢ解析の拡張に大きな進展をもたらすことである。 
（１）研究開始以前の予備的な考察によって、我々は４階の I 型パンルベ方程式が非線型の場
合の「変わり点の交差」が起きる点での標準形を与えており、更に勾配カタストロフの点では
KdV 方程式についても「変わり点の交差」という現象が起きているという予想を得ていた。こ
の予想を踏まえて、廣瀬の結果の非線型版にあたる定理を証明することが本研究の第一の具体
的目標である。小池 (RIMS Kôkyûroku Bessatsu, B2 巻, 2007, 及び B5 巻, 2008) により示
されたように、高階パンルベ方程式は、パンルベ方程式の多変数版であるガルニエ系の適当な
１次元複素直線への制限として得られる。例えば、４階の I 型パンルベ方程式は最も退化した
２変数ガルニエ系の制限である。そこで、具体的なガルニエ系をいくつか取り上げて、それら
に対して「変わり点の交差」という現象がどの程度起きるのか、また「変わり点の交差」が起
きる点で最も退化した２変数ガルニエ系への変換が可能かどうかを考察し、うまく行けばそれ
を一般的な結果に拡張する。 
（２）第二の目標は、勾配カタストロフの点において KdV 方程式に「変わり点の交差」とい
う現象が起きているかどうかを調べることである。KdV 方程式のように可積分系との関連で現
れる偏微分方程式の場合、ラックス対を通じてある完全積分可能系が対応し、その構造から自
然に変わり点が定義できると考えられる。KdV 方程式や、より一般に保存則を記述する非線型
双曲型方程式のハミルトン摂動として与えられる偏微分方程式に対して、勾配カタストロフと
「変わり点の交差」がどの程度対応するかを検証する。 
これらの問題の考察を通じて、偏微分方程式系の完全ＷＫＢ解析の一般論の枠組が次第に定

まってくることが期待される。「変わり点の交差」という現象を一般的な枠組で論じる中で、偏
微分方程式系の完全ＷＫＢ解析の基礎理論の整備を図ることが本研究の最終目標である。 
 
３．研究の方法 
 
本研究の遂行にあたっては、完全ＷＫＢ解析の視点からの問題の考察と同時に、可積分系や

ガルニエ系に対する理解が必要不可欠である。この点に留意しながら、Dubrovin の結果に完全
ＷＫＢ解析的な解釈を与えることを目標としつつ、完全ＷＫＢ解析の多変数化を目指して、研
究協力者達と定期的に行うセミナーや討論を研究の中心に据えて研究を進める。以下、「２．研



究の目的」の項で述べた具体的な研究目標の達成のために、どのように研究を進めて行くかに
ついて、項目毎に述べる。 
（１）廣瀬の結果の非線型版の定理の証明に向けては、まず例として４階の II型パンルベ方程
式を考え、「変わり点の交差」が起きている点の近傍でそれが４階の I型パンルベ方程式に変換
できるかどうかを調べる。より正確には、ガルニエ系の適当な１次元複素直線への制限が高階
パンルベ方程式を与えるという既述の小池の結果 (RIMS Kôkyûroku Bessatsu, B2 巻, 2007, 及
び B5 巻, 2008) に基づいて、それぞれの高階パンルベ方程式に対応する２変数退化ガルニエ
系の間にＷＫＢ解析的な意味での変換が構成できるかどうかを考察する。４階の I型パンルベ
方程式に対応する２変数退化ガルニエ系の幾何学的構造は、線型の場合の Pearcey 系と類似の
標準形にふさわしい「簡単な」ものであり、こうした変換が構成できる可能性は高い。この場
合の変換は以前に河合隆裕氏と示した単純変わり点における I型パンルベ方程式への変換の一
般化とも見なすことが可能で、その時の議論から判断して、実際の変換の構成にあたっては二
つのガルニエ系にモノドロミー保存変形を通じて付随するラックス対の間の変換が鍵となると
考えられる。ラックス対は線型の微分方程式系であるので、これまでに得た線型常微分方程式
に関する知見を最大限活用して、変換の構成に取り組む。 
（２）次に、こうした「変わり点の交差」や４階の I型パンルベ方程式への変換がどの程度普
遍的な現象であるのかを検証するために、他の高階パンルベ方程式やそれに対応する退化ガル
ニエ系の例をいくつか取り上げて、実際に「変わり点の交差」という現象が起きるのか、また
（４階の I型パンルベ方程式に対応する）最も退化した２変数退化ガルニエ系への変換が可能
であるのかどうかを調べる。いくつかの例を解析した結果、そこに共通の構造が見えてくれば、
一般的な定理としてまとめる。 
（３）更に、ここ迄の解析が順調に進展すれば、次に勾配カタストロフの点において KdV 方程
式に「変わり点の交差」という現象が起きているかどうかを調べる。残念ながら、偏微分方程
式に対する変わり点の定義は知られていない。しかし KdV 方程式のように可積分系との関連で
現れる偏微分方程式の場合には、それに付随するラックス対の構造から自然に変わり点が定義
できるのではないかと考えられる。KdV 方程式や、保存則を記述する双曲型方程式のハミルト
ン摂動として与えられるより一般の偏微分方程式に対して、勾配カタストロフと「変わり点の
交差」という現象がどの程度対応するかを検証する。 
（４）以上の議論を踏まえ、大きなパラメータを含んだ偏微分方程式系の完全ＷＫＢ解析の基
礎理論の整備を目指す。変わり点の定義から始めて、完全ＷＫＢ解析において重要なストーク
ス曲面、及びストークス曲面を越える際の接続公式等について、基礎理論の整備を図る。 
（５）廣瀬の結果で標準形の役割を演じた Pearcey 系の第１変数を特殊化すれば、
Berk-Nevins-Roberts が新しいストークス曲線との関連で論じた３階の常微分方程式が得られ
る。更に、「変わり点の交差」が起きる点では仮想的変わり点も同時に通常の変わり点にぶつか
る。以上の事実は、変わり点の交差現象が高階常微分方程式の仮想的変わり点や新しいストー
クス曲線の問題とも深く関係していることを意味する。これを踏まえて、廣瀬の結果やここま
での研究で得られた知見を、高階常微分方程式の仮想的変わり点の解析に応用してみたい。 
以上のどの項目についても、超局所解析学の視点からの考察や、高階パンルベ方程式とガル

ニエ系の間の関係が研究の進展の鍵になると考えられる。前者については、研究協力者の神本
晋吾、青木貴史、河合隆裕の各氏と、また後者については研究協力者の小池達也、廣瀬三平、
Nalini Joshi の各氏と、それぞれセミナーでの討論やメール等を通じて緊密な連絡を取り合い
ながら研究を進めて行く。 
 
４．研究成果 
 
本研究を遂行する中で、「２．研究の目的」や「３．研究の方法」で述べた具体的目標に関し

て、着実にいくつかの成果が得られた。更に、それらに関連する他の研究課題についても、思
いがけない大きな研究の進展が見られた。こうした研究成果について、以下では項目毎にまと
めて記述する。 
（１）廣瀬の結果の非線型版、すなわち、４階の I型パンルベ方程式が非線型方程式の場合の
「変わり点の交差」が起きる点での標準形を与える、という予想に関しては、４階の II型パン
ルベ方程式に対応する２変数退化ガルニエ系に対して、変わり点の交差現象が起きる点の近く
で（４階の I型パンルベ方程式に対応する）最も退化したガルニエ系への変換を構成すること
にほぼ成功した。残念ながら一般の非線型方程式に対する変換の構成や、勾配カタストロフに
おける KdV 方程式に変わり点の交差現象が起きているかどうかの検証にまでは至らなかったが、
一般的な定理を得る足掛かりは出来たと思われる。 
（２）大きなパラメータを含んだ偏微分方程式系（ホロノミック系）の完全ＷＫＢ解析につい
ては、廣瀬三平氏や河合隆裕氏と共同で、２変数超幾何方程式系をはじめとするいくつかの具
体的なホロノミック系の解析に取り組んだ。その中で、ホロノミック系の一部の変数を制限し
て得られる高階常微分方程式に対しては、「非遺伝性の二重変わり点」と呼ばれる非常に特徴的
な変わり点が現れることが見出された。通常は解のストークス現象に関係しないこの不活性な
二重変わり点は、制限した常微分方程式の低階項に摂動を加えると活性化される。さらに、非
遺伝性の二重変わり点はこの常微分方程式のスペクトル曲線に新たな周期をもたらし、この周



期が常微分方程式のストークス幾何に新しいタイプの退化を引き起こすことも具体的な方程式
の解析を通じて示された。こうした新しい現象の発見は、ホロノミック系の完全ＷＫＢ解析が
想像以上に豊かな構造を有していることを示唆している。 
（３）他方、Nalini Joshi 氏（シドニー大学、豪）との共同研究によって、離散パンルベ方程
式の漸近解の構造解析に新たな展開がもたらされた。すなわち、離散パンルベ方程式に対して
も完全ＷＫＢ解析の視点からのアプローチが可能であり、高階の常微分方程式と同様に仮想的
変わり点や新しいストークス曲線も含んだ形でそのストークス幾何が定義できること、さらに、
離散パンルベ方程式を通常の微分パンルベ方程式と連立させて一つの可積分系として捉えるこ
とにより、そうしたストークス曲線上でのストークス現象についても明示的な解析が可能であ
ること、等が明らかになった。例えば、ベックルンド変換を通じて II型の微分パンルベ方程式
に付随する変形 I型離散パンルベ方程式については、その超級数（transseries）解に対するス
トークス現象を表す接続公式の具体形が決定された。また、この結果のさらなる一般化を目指
して離散パンルベ方程式のインスタントン型形式解の構成にも取り組み、バーコフ標準形への
変換を微分・差分方程式系に拡張することによって、離散パンルベ方程式に対してもインスタ
ントン型形式解が存在することを示すのに成功した。 
（４）上記の離散パンルベ方程式のインスタントン型形式解の構成への取り組みの中から、「バ
ーコフ標準形を通じてパンルベ方程式から楕円函数の満たす微分方程式への変換を構成し、そ
れを利用してインスタントン型形式解に解析的な意味付けを行う」という新たなアイデアが得
られた。インスタントン型形式解はストークス現象や大域的な漸近解析を論じる際に非常に重
要な役割を演じるが、その解析的な意味付けはこの分野における 20年来の懸案の問題である。
この問題への解決の糸口が見つかったという意味で、この新たなアイデアが得られたことは完
全ＷＫＢ解析の研究にとって実に大きな進展である。このアイデアを実現させるべく、楕円函
数の方程式への変換論とパンルベ方程式の初期値空間やモノドロミー保存変形との関連、及び
このアイデアの雛型と呼ぶべきリッカチ方程式への変換論における変換級数のボレル総和可能
性等について、いくつか予備的考察を行った。 
（５）高階常微分方程式の仮想的変わり点やホロノミック系の完全ＷＫＢ解析というテーマに
関連して、大学院生（当時）の茂木貴宏君と共同研究を行い、２階の方程式から中間畳み込み
（middle convolution）によって得られる高階常微分方程式に対して、そのストークス曲線を
決定する新たな処方箋を与えた。これは、以前に得られていたラプラス変換に関する完全最急
降下法を、中間畳み込みにまで拡張するものである。ホロノミック系や高階常微分方程式の仮
想的変わり点等の解析において、今後威力を発揮することが期待される。 
このように、当初の研究目標については、勾配カタストロフの解析等、計画通りに進まなか

った部分はあるものの、非遺伝性の二重変わり点が発見されるなど、まずまず順調に研究は進
展した。それ以上に、離散パンルベ方程式の解析の進展や、楕円函数を用いたパンルベ方程式
のインスタントン型形式解の解析的な意味付けに関する新たなアイデアの獲得等、関連する研
究が予想以上に大きく進展した。達成できなかった課題の解決や、こうした新しい知見をより
発展させることは今後の課題であるが、種々の重要な研究成果が得られたという意味で本研究
は十分に成功だったと思われる。 
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