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研究成果の概要（和文）：自己相似集合や力学系の不変集合などの代表的なフラクタル集合において、その集合
を特徴付ける代数的・幾何学的な構造とその上の解析学の相互関係について研究を行った。具体的には、例え
ば、一般化されたシルピンスキーカーペット上のブラウン運動の特異な測度に対する時間変更について、弱幾何
級数的という条件の下で、ポアンカレ不等式を確立し、連続な熱核の存在を示し、測度から定義される距離もど
きを用いた熱核の漸近評価を得た。

研究成果の概要（英文）：We have studied the relation between geometric and algebraic structures and 
analysis on fractals such as self-similar sets and invariant sets of various dynamical systems. For 
example, we have considered time changes of the Brownian motions on generalized Sierpinski carpets 
with respect to singular measures. We have established the notion of weakly exponential weakly 
exponential measures. If a measure is weakly exponential, then we have shown tcertain type of 
Poincare inequality, the existence of jointly continuous heat kernel and an asymptotic heat kernel 
estimate using the protodistance associated with the weakly exponential measure.

研究分野： 解析学基礎・確率論

キーワード： フラクタル　熱核　ラプラシアン　Dirichlet form　力学系　タイリング

  １版



１．研究開始当初の背景
自己相似集合や  Julia  集合などのフラクタル
においては、ユークリッド空間や多様体では
あまり意識されなかった、解析学とそれを支
える代数的・幾何学的構造の間の関わりが重
要な役割を果たすことが知られつつあった。
例えば、  SG 上の解析学の研究においては、
SG  を生成する仕組み（縮小写像の組）の本
質として無限列の空間上の有限個の代数的な
関係式が抽出され、その関係式から導かれる
非線形繰り込み方程式の解として  Brown  運
動が構成された。そして  Brown  運動の背後
にある「測度論的リーマン構造」が発見さ
れ、それに付随する「測地線距離」が SG の
一つの真の姿が明らかにした。更にこの事実
の拡張として、日野により一般の拡散過程に
対して測度論的リーマン構造の理論を構築す
るための突破口が開かれた。これは、フラク
タル上の解析とリーマン多様体上の解析が一
つの大きな枠組みの下に統一される可能性を
示唆していた。この可能性のもう一つの証拠
として、砂田・小谷によるクリスタル格子の
理論と、自己相似集合上の測度論的リーマン
構造の理論のつながりがある。いずれの理論
においても、「エネルギーを最小化するグラ
フ」（Harmonic  graph）と、それから自然に
決まるリーマン構造が大きな役割を果たして
いる。このように、空間の代数的構造、幾何
学、さらにその上の解析学の繋がりに対する
研究の新たな段階が始まりつつあった。

２．研究の目的
本研究の目的は、ます「フラクタルを生み出
す仕組みとそこに秘められた代数的・幾何学
的構造」、「フラクタル上の解析的構造」お
よび「フラクタルのもつ  Intrinsic な幾何学的
構造」の３つの関わりを、Self-similar  set, 
Julia  set,  self-similar  tilling  などの様々なフラ
クタルの例を通じて、明らかにすることにあ
る。具体的には、例えば一般化された 
Sierpinski carpet 上に Barlow-Bass によって構
成されたブラウン運動の（特異なものを含む）
測度に関する時間変更の漸近挙動を記述する
のに適した距離の存在と構成、そのような距
離が存在した場合の、熱核の漸近挙動などの
問題を解決することが目的となる。さらに、
そのような個々のフラクタルに対する研究を
基盤として、それらを包含するような測度・
距離空間における解析学の理論を展開するこ
とがこの研究の第二の目的である。大きく言
えば、リーマン幾何学とフラクタル幾何学を
それらの空間の上の解析も含めた視点から統
一することを目指すとも言える。そのための
基礎として、例えばコンパクトな距離付け可
能の空間上において欲しい性質をもつ距離や
測度の構成のための枠組みを作り、v o l u m e 
doubling  や quasisymmetry などの測度・距離
に関する性質を理解することも大きな目的の
一つである。

３．研究の方法
　本研究は、国際的な共同研究を特色として
いる。海外の大学・研究集会に代表者・分
担者を派遣し、フラクタルの研究者を初めと
した幾何学・解析学を中心とする海外の専
門家との対面での議論を契機に、研究を発
展させてきた。特に、本研究では、Ka-Sing 
Lau 教授、Yang Wang 教授を初めとするフラ
クタル幾何学の研究で世界をリードする研究
者を多数擁する香港において本研究の代表
者・分担者計６名が参加した  Workshop を平
成２７年３月に開催し、研究の連絡を行う
とともに、共通の課題について議論を行っ
た。

４．研究成果
(1) 研究代表者木上は、n 次元の cube を含
む一般化された  Sierpinski  carpet  上のブラ
ウン運動の時間変更について研究を行った。
測度が  weakly  exponential  であるという概
念を導入し、この条件の下では、時間変更
が可能であることを示した。さらに、全て
の自己相似測度は  weakly  exponential  であ
ること、random  な自己相似測度が  weakly 
exponential であるための十分条件、Gauss 自
由場から導かれる  Liouville  測度が  weakly 
exponential であることなどを示した。これら
の結果は、weakly exponentialというクラスが
数理物理などでも興味の対象となっている 
random  な測度も含む十分広いクラスである
ことを意味している。さらに、 w e a k l y 
exponentail の仮定の下に Poincare 不等式を証
明し、この事実を使って時間変更に対応する
熱半群が ultracontractive であること、連続な
熱核が存在すること、熱核の上からの評価
評価が得られることを示した。さらに、時
間変更の測度から、protodistance  という概念
を定義し、熱核の下からの評価がこの 
protodistance  に対応する球の体積を用いて与
えられることを証明した。さらに、時間変更
の測度が  ユークリッド距離に関して  volume 
doubling  であるときには、protodistance  の冪
と同値な距離が構成でき、その距離に関して
熱核が  sub-Gaussian  な評価を持つことや、
walk 次元の特徴づけなどを得た。
(2) 研究代表者木上は、University of Stuttgart 
の Freiburg 教授、University of Ulm の Alonso 
R u i z  博士との共同研究で、S t r e t c h e d 
Sierpinski gasket と呼ばれる  Sierpinski gasket 
の全ての分岐点を線分で置き換えた集合上の
幾何学的な対称性をもつ resistance form の研
究を行った。この  Stretched  Sierpinski  gasket 
はフラクタルである  Sierpinski  gasket  と線分
のハイブリッドであり、その上での解析学・
確率過程も、フラクタルと線分のどちらの性
質がより反映されるのかが問題となっている。
共同研究においては、幾何学的な対称性をも
つ resistance form は、線分上の Dirichlet 積分
の重み付きの和と  Sierpinski  gasket  上の 
standard  resistance  form  の部分に分解される



ことを示しさらに、Dirichlet  積分の重みとし
てどのような重みが許されるかについて完全
な分類を行った。
(3)  研究代表者木上は、コンパクトな距離付
け可能空間の逐次分割として  tree  で 
parametrize された partition について研究行っ
た。partition  の各集合に様々な重みをのせる
ことを考え、重みたちのあいだの  Lipschitz 
同値が、重みから距離が生成される場合に
は距離の間の Lipshitz 同値と、重みから測度
と距離が生成される場合には測度と距離の
間の Ahlfors regularity とそれぞれ対応するこ
とを示した。さらに重みのある冪に対応す
る距離が存在するための必要十分条件として、
m-分離的という概念を導入した。
(4)  研究分担者熊谷は、ランダムコンダクタ
ンスモデルで、コンダクタンスの値が上から
有界かつ原点周辺で多項式増大する場合に、
対応するマルコフ連鎖の熱核の精密な評価
を与えた。特に、ガウス型熱核評価をもつ
ための条件を、原点での増大度のオーダーを
用いて導きだした。また、時間依存する離
散的なランダム媒質において、媒質の小さな
摂動で離散時間マルコフ連鎖の長時間挙動
が大きく変わり得ることを示した。これに
より、時間依存しないランダム媒質との顕著
な違いが明らかになった。
(5)  研究分担者角は、正則写像の半群の力学
系、付随するランダム複素力学系および非自
励系反復関数系の研究を行った。正則写像
の半群では次数１の場合にJulia集合の絵の描
き方に関する論文を出版し、ランダム複素力
学系では応用としてランダムニュートン法に
より任意の複素多項式の根を見つける方法
（従来の決定論的なものより利点がある）
を見つけた。 .非自励系反復関数系では極限
集合が通常のものではありえない性質を持
つものを組織的に大量に見つけた。
(6)  研究分担者秋山は、結晶の成長を記述す
る抽象的枠組みとして  Corona  極限を導入
し、その基本的性質を調べた。特に格子群
を周期としてもつタイル張りにおいては 
Corona  極限は存在し原点対称の凸多面体と
なることが証明できた。さらに一般のタイル
張りでも一様反復的な場合（あるいはそれ
より狭いクラス）では同様な結果が期待さ
れる。
(7)  研究分担者、桒田は測度距離空間で意味
をなす，次元を加味した曲率次元条件の熱分
布による特徴づけについて幾つかの成果を
得た。フラクタル上でそれらを修正した条
件が成立するかどうか調べることには，大
きな意義があると考えられる。
(8)  研究分担者日野は、フラクタル上のエネ
ルギー測度の分布についての研究を行った。
特に，R. Bell, C.-W. Ho, R. S. Strichartzによる
先行研究において提出された２つの予想の
うち1つを肯定的に解決した。さらに一般の
状態空間における強局所正則ディリクレ形式
に付随するマルチンゲール次元の決定問題に

取り組み，ある付加条件のもとで上からの不
等式評価を得た。また一般の状態空間におい
て，強局所ディリクレ形式に低階項の摂動を
加えた2次形式に付随する正値保存半群の短
時間漸近評価について研究し，半群が積分型
ヴァラダン評価を持つための十分条件を与え
た。
(9) 研究分担者梶野は、ドイツ・Bielefeld大学
のA.  Grigor’yan氏との共著論文において，拡
散過程の熱核の劣Gauss型上方評価を時空間
的に限定された仮定のみに基づいて導出する
手法を確立した。さらにこの結果を応用する
ことにより，ドイツ・Bonn大学のS. Andres氏
との共著論文において，Liouville測度と呼ば
れる2次元Euclid平面上のランダムな特異測度
により2次元Brown運動を時間変更すること
で得られるLiouville  Brown運動という拡散過
程について，その熱核の連続性と上方評価を
証明した。
(10)  研究分担者宍倉は、1変数複素力学系の
擬等角変形の極限において退化していく写像
族に関するTropical  limitを樹木上の区分線形
力学系と複数のリーマン球面上の有理関数の
組として定義し、その特徴付けおよび逆問題
の考察を行った。また、円周上のアーノルド
写像族の複素化を考察し、その複素パラメー
タ空間に現れるざまざまな構造について研究
した。
(11)  研究分担者相川は、グラフで与えられた
領域が大域的境界Harnack原理をみたすかど
うかについて研究し，成立するためのグラフ
のシャープな滑らかさを明らかにした。また，
様々な容量大域平均の0 - 1法則を導いた。さ
らに、非有界集合の容量密度について考察し
た。特に半径一定の球に対する容量密度の中
心を動かしたときの下限（下容量密度）を研
究し，半径を大きくしたときの下容量密度の
極限値は0か1に限る0-1法則（dichotomy）を
様々な状況で示した．また下容量密度極限の
dichotomyが成立しない容量を与えた。この
問題はラプラシアンの最小固有値と関係があ
り，ユークリッド空間に限らず，距離測度空
間へ発展していくことを明らかにした。
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