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研究成果の概要（和文）：データとして観測される諸現象の原因になり得る諸要因を探り出す統計解析法が因子
分析である．例えば，テストの諸問題の得点を現象とすれば，要因は各種の能力となる．通常の因子分析を改良
して，関係する現象と要因のペアを計算によって見出そうとする方法がスパース因子分析である．このための既
存のアプローチは，関係の強さが閾値以下であれば無関係と見なす方法であるが，閾値を連続・無限の実数値か
ら選択する事を要する．この難点を回避するため，本研究では，無関係な要因と現象のペアの数を指定すれば解
が得られるスパース因子分析法を開発した．ペアの数は離散・有限の整数であるので，全ペア数に対する解の中
から，最良な解を選べる．

研究成果の概要（英文）：Factor analysis (FA) is a statistical procedure for finding the factors that
 can cause the phenomena observed as data. For example, when the phenomena observed are scores of 
tests, their factors are abilities. Sparse FA refers to the modified FA which purposes to 
computationally identify the pairs of phenomena to the related factors. The existing approach for 
this purpose is to dissociate the phenomena from the factors with their magnitudes of the 
relationships to the phenomena below a threshold. A difficulty in this approach is in the necessity 
of selecting the threshold among infinite continuous real values. For dealing with this difficulty, 
a sparse FA procedure was developed whose solution can be obtained once the number of unrelated 
pairs of phenomena to factors. As that number can be selected among restricted discrete integers, 
the best solution can be chosen among the ones for all pairs.

研究分野： 統計科学

キーワード： 多変量解析　因子分析　主成分分析　スパース推定　カーディナリティ制約　行列分解　スパーセスト
推定　因子モデル選択
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１．研究開始当初の背景 
列中心化された個体×変数のデータ行列

を X と表し，個体×因子の得点行列を F，変
数×因子の負荷行列を A と表そう．最小二乗
法に基づけば，主成分分析(PCA)は，  

minF,A  fPC = X  FA2   
  s.t.  n1FF = I (単位行列)     (1) 

(s.t.は subject to の略)と定式化でき，因子分析
(FA)は，独自因子行列 U と独自分散の平方根
を含む対角行列もパラメータとなり，  

minF,A,U, fFA = X  FA U2 s.t.  
 n1FF=I;  n1UU=I;  FU=O(零行列)  (2) 

のように(1)の拡張版で定式化できる．なお，
(2)は科研費補助を受けた Adachi(2012)に基づ
く． 
 多くの 0要素を持つ負荷行列Aを求めるた
め PCA を改良したスパース PCAの諸方法が，
過去 10 年間に考案されてきたが(e.g., Zou, et 
al, 2006)，いずれも，A が非 0 要素を持つこ
とを罰するペナルティ関数 Pen(A)の 倍を
PCA の目的関数に加えた関数を最小化する
問題 

minF,A  fPC +  Pen(A)  s.t. 
 n1FF = I  (or 他の正規化条件)    (3) 

として定式化できる．ここで，ウェイト は，
所与の正の定数である． 
以上のスパース PCA によって，多くの要素

が 0 であり，非零要素だけに着目すればよい
ため，解釈が容易なスパースな負荷行列が得
られる．ここで，解のスパースさはウェイト 
 の値で決まる．以上のスパース PCA には
改良の余地があることと，スパース FA の未
開発が，研究動機の主要部である． 
以上に関連する既存手法に，回転と事前 0

固定がある．回転とは，FA= FT1(AT)より
ATも負荷行列と見なせることから，ATを疑
似スパース化する手続きを指す．一方，事前
0 固定とは，非零要素の選択をユーザーが行
う主観スパース化であり，FA の分野で CFA
と呼ばれる． 
 
２．研究の目的 
要素の多くが 0 であるスパースな行列は，

科学哲学でいう Parsimony を実現し，行と列
のリンクが明瞭なため，変数×因子のスパー
スな負荷行列を求めるために主成分分析
(PCA)を修正したスパースPCAは近年活発な
研究領域である．本研究では，既存法の難点
を克服した新たなスパース PCA を開発した
後，PCA の拡張でもある因子分析(FA)のスパ
ース手法，つまり，[1]負荷行列の中で 0 とす
べき要素の同定と[2] 非 0 負荷量の値の推定
を，単一の計算で同時・最適に行うスパース
FA を開発する．既存 FA は，負荷行列の 0 要
素をユーザーが決める確認的 FA(CFA)と，負
荷行列を回転して疑似スパース化する探索
的 FA(EFA)に二分されるが，本研究で開発す
るスパース FA は第 3 の FA として，CFA を

自動・客観化し，EFA の回転が行うスパース
化の疑似性を回避するものと位置づけられ
る． 
 
３．研究の方法 
 各種のスパース FA/PCA のモデルを着想し
た上で，ペナルティ関数を用いることなく，
そのパラメータを求めるためのアルゴリズ
ムを開発する． 
 開発したアルゴリズムのコンピュータ・プ
ログラムを作成して，モデルから発生した人
工データに適用して，パラメータの真値の再
現精度の評価などを行うシミュレーション
を実施する． 
 開発したスパース FA を実データに適用し
て，有用性を例証する．さらに，開発手法の
数理的性質を考究する． 
 
４．研究成果 
 研究を[A]～[D]に分類して，成果を記す． 

[A] ペナルティなしのスパース PCA.    
次のように定式化されるスパース PCA を

提案した．  
minF,A  fPC = X  FA2 s.t. 

SP(A) = c (特定の整数); n1FF = I .   (4) 

ここで，B = n1XF とおけば，目的関数が fPC 
= X  FB2 + nB  A2と分割され， 

B  A2              (5) 

だけが A の関数部となるため，簡潔なステッ
プの交互反復によって(4)が達成される．さら
に，上記の解法を効率化して，もとのデータ
X がなくても，共分散行列 S = n1XX さえあ
れば A の解が得られるアルゴリズムを開発
した．ここで，(4)の問題は局所最小解に陥り
やすい点にあるが，複数ランダム初期値から
帰結する複数解の中で最小 fPC の解を選ぶ手
続きによって，この問題に対処した． 
一定の正規性仮定のもとで fPC の最小化と

最尤法は一致することを証明して，BIC を c
の選択に使う方法を提案した．真の c(0 要素
数), A, F に基づく人工データ「X = FA+正規
誤差」に提案スパース PCA と BIC による c
選択を適用して，真の c の選択率，および，
解の A と真の A の合致度をみた結果，十分
な精度の合致が確認された．さらに，実デー
タへの適用による提案手法の有用性を例証
した．  

[B] 最小二乗スパース直交 FA.   
LS スパース直交 FA 

minF,A,U, fFA = X  FA U2 s.t. 
 SP(A) = c;  n1FF=I; n1UU=I; FU=O  (6) 

を提案した．ここで，ブロック行列 Z = [F,U]
と V = [A,]を用いれば，目的関数は fFA=X  
ZV2と表せ，F と Uの 3 制約条件は n1ZZ=I
に要約されるので， B = n1XZ と定義すれば，
[A]の場合と同様に，A の関数部は(5)式で表
せる．従って，F ステップの F を Z に，A を
V に代えたアルゴリズムによって，(6)が達成



される． 
 (6)と FA の最尤法は一致しないが，尤度に基
づく BIC を c(最適 0 要素数)選択に用いる根
拠を数値的に得るために，(6)の分析結果で 0
となるAの要素を0に固定して行う最尤CFA
の解と，(6)の解が近似することを数値的に確
認でき，BIC を 0 要素数の選択に用いること
にした． 

シミュレーションの結果，上述のアルゴリ
ズムと c の選択法によって，パラメータ行列
の十分な真値再現精度を確認できた．さらに，
実データの解析で，提案法の有用性を例証し
た． 

[C] 変数クラスタリング FA．  

各変数が単一因子に負荷する A を求める
スパース FA の特殊ケースを考えた． これは，
変数を，それが負荷する因子によって，クラ
スタリングする手法と見なせる．最小二乗・
最尤法のいずれでも，この方法の目的関数は，
A の第 i 行ベクトル aiの関数として 

gi(ai) = aiQai 2ciaicija ij
 +定数      (7) 

という形に書き下せ，ai の要素は一つを除い
て0という制約のもとでの(7)の最小化は容易
である．そこで，a1, ... , apと他のパラメータ
のそれぞれを求めるステップを交互反復す
る解法を開発した．シミュレーションによっ
て，解法の精度を確認し，実データ解析によ
って，開発手法の有用性を例証した． 
 上述の開発手法の目的は，既存の探索的 FA
の回転の後に，CFA を使って達成できる．こ
の方法と，開発手法の解の再現精度を比較し
た結果，開発手法の方が優れることが示され
た． 

[D] 最尤スパース斜交 FA． 

所与の S, Q, C に対する負の期待完全デー
タ対数尤度の最小化 

minA,, tr(S+trAQA2trCA)1+log  
+ trQ1 + ilogi

2  s.t.  SP(A) = c  (8) 

として M ステップが定義される EM アルゴ
リズムを考え，これを解法とするスパース FA
を開発した． 

(8)を，ペナルティ関数を用いずに達成する
ため，レイリー商に基づく不等式から導かれ
る優関数法を用いた．さらに，斜交解では，
因子相関行列の推定も M ステップの課題に
なるが，これを達成するため，因子相関行列
を，因子×因子の行列の前からその転置行列
を乗じた積によってリパラメトライズした
上で，積の対角行列が 1 となるように制約し
た上で，勾配射影アルゴリズムによって，因
子×因子の行列の最適解を求めることにし
た． 
 以上の斜交スパース FA のアルゴリズムの
挙動を調べるために，シミュレーション研究
を行った．その結果，一定の精度での良好な
挙動が見出された．さらに，開発した手法の
有用性を例証するために，真の構造が経験的
に知られる実データに適用した結果，真の構

造を示す解が得られ，開発手法の妥当性を確
認できた． 
 なお，開発手法の基礎となる優関数法の効
能を調べるため，それを用いた Cardinality
制約重回帰分析と，ペナルティ関数法の出発
点となった Lasso 重回帰分析との比較を行っ
た．その結果，個体数が変数の数より多いケ
ースでは，前者の方が優れた性能を示して，
開発した斜交スパース FA の妥当性が傍証さ
れた． 
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