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研究成果の概要（和文）：本研究では金利のリアルワールド（RW）シミュレーションに関する研究を行った。こ
の研究は金融機関での金利リスク評価に応用できるものである。
成果として、ガ ウシアンHJMモデルでRWシミュレーションの性質を体系的に 説明する理論を構築した。 これの
実用化に向けて、構造がより簡単 なHull-Whiteモデルで研究を行った。これらの結果を2本の査読論文に発表
し、一連の研究内容を書籍「Interest rate modeling for risk management - Market price of interest rate
 risk」にまとめて海外出版した。

研究成果の概要（英文）：This project studies real-world simulation of interest rates, which will be 
applied for the risk management at the financial institution.
As a result, a theoretical framework is successfully developed to explain the property of real-world
 simulation in the Gaussian HJM model. For practical use, this study is applied for the Hull-White 
model, which is the most simple interest rate model. These results are published in two papers in 
peer-reviewed journals, and summarized as an English book “Interest rate modeling for risk 
management - Market price of interest rate risk“ published abroad.

研究分野：金融工学
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１．研究開始当初の背景 

金融機関では金利リスク評価のために金

利モデルによる金利シミュレーションの導

入を検討し始めている。金利モデルはデリバ

ティブの価格計算を目的として発展し、リス

ク中立測度下での計算が行われていた。一方

リスク評価は現実測度下で金利シミュレー

ションを行うので、このときの金利モデルを

リアルワールド(RW)モデルと呼ぶ。RW モデ

ルを実現するための研究が行われていなか

ったため、実務ではリスク中立測度下のモデ

ルで金利シミュレーションが行われていた。 

RW モデルの構築法には市場のオプション

価格から構築するフォワードルッキングア

プローチと、過去の金利データから構築する

バックワードルッキングアプローチの 2通り

が考えられる。研究代表者はバックワードル

ッキングアプローチで LIBOR マーケット

(LM)モデルの RW モデル構築法を研究し、こ

の分野の理論研究が可能になった。LM モデ

ルは金利が正値をとる点で実用性が高いモ

デルである。しかしその構造が複雑なため、

理論の見通しがわかりやすいわけではなか

った。そのことから、より簡単な構造の

Heath-Jarrow-Morton(HJM) モ デ ル で の

RM モデルの研究が期待されていた。 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は、HJM モデルにおける金

利のRWモデルに関する理論構築と実用化研

究を進めることである。具体的には HJM モ

デルでリスクの市場価格の推定法を構築し、

RW モデルの性質を数理的に解明する。 

また HJM モデルの特殊ケースとして知ら

れる Hull-White（HW）モデルは、構造がさ

らに簡単で、リスク管理のためのモデルとし

て広く期待されていることから、同様の研究

を HW モデルでも展開する。高次元の柔軟な

モデルでは観測期間の特徴的な現象までシ

ミュレーションしてしまう懸念（説明過剰

性）があり、パラメトリックな低次元モデル

のほうが安定性に優れるという考え方があ

るからである。これは HW モデルが実務で使

いやすい理由のひとつである。図１は主要な

金利モデルの包含関係を便宜的に示す。 

 

３．研究の方法 

(1) HJM モデルでリスクの市場価格を推定 

時刻ｔにおける満期Tのフォワードレート

を f(t,T) で表す。HJM モデルでは f(t,T) は 

d f (t, T)={ A +σ・φ }dt + σ・dZ    (1) 

で表される。ここで 

・：ベクトルの内積、 

σ：ボラティリティ、 

A：σ から定まる定数、 

φ：リスクの市場価格、 

Z ：現実確率下での d 次元ブラウン運動 

である。 HJM モデルのうち、ボラティリテ

ィ σ(t,T) が deterministic なとき、ガウシア

ン HJM モデルという。本研究ではガウシア

ン HJM モデルでシミュレーション理論の体

系化を行う。 

ガウシアン HJMモデルで(1)式をオイラー

積分によって離散化し、ヒストリカルデータ  

{f (ti, T) }i=1,2,… を適用すると  

Δ f (t, T) = f (ti＋１, T) － f (ti, T) 

= { A +σ・φ }Δt + σ・ΔZ     (2) 

を得る。リスクの市場価格 φ を観測期間中一

定と仮定し、(2)式を近似する最小２乗解とし

て φ を推定する。 

研究代表者がすでにLMモデルで展開した

議論と平行な考察を行い、この最小２乗解が

ユニークに存在することを示し、φ の解析解

を導く。解析解 φ の構造を分析し、ヒストリ

 

 

図１ 金利モデルの関係 
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カルデータとリスクの市場価格の関係を解

明する。 

 

(２）RW シミュレーションの性質 

リスクの市場価格の解析解を（2）式に代

入するとリスクの市場価格を消去できる。そ

の結果を簡単に次のように表す。 

Δ f (t, T) = B・Δt + σ・ΔZ     (3) 

RW シミュレーションは（3）式のモンテカ

ルロシミュレーションで実現できる。ここで

ドリフト項 B の構造をストリカルデータと

の関係で分析し、RW シミュレーションの性

質をヒストリカルデータの性状で説明する。 

 

（３）HW モデルへの展開 

HJM モデルで展開した理論に基づき、HW

モデルのパラメトリックな性質を利用して、

リスクの市場価格の解析解とRWシミュレー

ションモデルをより簡便な形で構築する。 

これによって、リスクの市場価格の計算が

簡単化されるので、さまざまな実証分析が可

能になる。 

 

(４）実証計算 

実際の金利データを使ってリスクの市場

価格を導き、その値とヒストリカルデータと

の関係を分析する。 

 

４．研究成果 

(１）リスクの市場価格の推定 

ガウシアン HJM モデルで、リスクの市場価

格を観測期間中一定と仮定し、その推定式を

次の命題で得た。 

命題１ ボラティリティに主成分を使うと

き、リスクの市場価格は次で与えられる 

φl＝ ζl / ρl,  l=1,…,d    (4) 

ここで  

eil: 固有ベクトル 

σi =ρl eil 

υi：σiから定まる定数 

ζl = Σi=1 n { EH[ΔFi/ Δt ]＋σiυi} eil 

そして、(4)式の解は最尤推定解である。 

リスクの市場価格の解析解（4）式の統計

学的な解釈を与えることも課題だったが、(4)

の解が最尤推定解であることを HJM モデル

と LM モデルの双方で証明した。これによっ

て(4)式の解析解に統計学的な根拠を与える

ことができた。 

 

(2）リスクの市場価格の性質 

先行研究ではリスクの市場価格を統計ソ

フトなどを使って計算していたため、リスク

の市場価格の性状に関する理論的な研究が

進んでいなかった。（4）式の解析解を得たこ

とで、リスクの市場価格の値を理論的に研究

できるようになった。具体的には、観測期間

中のフォワードレートの挙動（Observable 

trend）とリスクの市場価格の関係を定性的

に説明した。その例を表１に示す。 

時刻 t におけるフォワードレートの観測値

を f(t, T)で表わし、これが定数 a>0 によって

つねに 

f((t, T) ＝ f(t,0) + aT      (5) 

の形をとるときを Positive slope model と呼

ぶ。これはフォワードレートの経験的な観測

値の一次近似である。定数 a はフォワードレ

ート曲線の傾きを表し、長短金利差を意味す

るパラメータでもある。このモデルでは第 1

主成分が平行移動のみなので、（4）式の計算

はさらに簡単になる。このことから次の結果

 表１ フォワードレート挙動とリ

スクの市場価格 φ1、φ2の正負 

 観察期間の  observable  trend 

 Bull 

steep 
Steep 

Bear 

steep 

Bull 

flat 
Flat 

Bear 

flat 

φ1 － － ≒0 － － ≒0 

φ2 － － － ＋ ＋ ＋ 
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を得た。 

命題 2 （Negative price tendency） 

観測期間の長さτを無限に長くとるとき、

観測期間中のボラティリティが定数σに収

束すると仮定する。またフォワードレート

が有界、つまり定数 c1,c2>0 に対して c1 < 

F(t,0) < c2 がつねに成立するとき、次が成

立する。 

limτ→∞＝－a/σ－(n-1)δσ/2     (6) 

ここでδはグリッドの間隔。 

(6)式の右辺はマイナス値なので、命題 2 は

長い期間の観測データから推定されるリス

クの市場価格はマイナス値をとりやすいこ

とを意味している。この性状を Negative 

price tendency と呼ぶ。これまでの実証研究

においては、リスクの市場価格はマイナス値

をとるという報告がほとんどであった。命題

2 はこの経験知が長期間の観測に起因するこ

とを数理的に説明している。 

 

 (3）RW モデルの性質 

(1)式で、フォワードレートのグリッド数 n

と Zの次元 dが一致するケースをフルファク

ターモデルと呼ぶことにする。(3)式のドリフ

ト項 B を分析し、フルファクターモデルでは

B はサンプル期間のフォワードレートの時

間当たりの変化を表していることがわかっ

た。これは次の命題として解釈できる。 

命題 3 フルファクターガウシアン HJM モ

デルでのRWモデルはサンプル期間のヒスト

リカルなドリフトとボラティリティを持つ

確率過程モデルである 

命題 3と類似の結果はすでに LMモデルで近

似的に得ていたが、ガウシアン HJM モデル

ではより明確な構造で説明できた。命題 3 は

低次元のモデルでも近似的に成立すること

から、「RW シミュレーションはサンプル期間

のヒストリカルなドリフトとボラティリテ

ィを持つ確率モデルである」と近似的に考え

てよいことになる。この命題は RW シミュレ

ーションモデルの性質を観測期間の金利状

況で説明しているので、実務で RW シミュレ

ーションを扱う際に有用な知見を与える。 

 

（4）HW モデルへの展開 

HJM モデルでの研究成果の応用として、

HWモデルでのリスクの市場価格の解析解を

導いた。これによってリスクの市場価格の推

定が比較的簡便に計算できるようになった。 

 

（5）実証計算 

(5.1) リスクの市場価格の性状 

実際の日本円金利データを使って HJM モデ

ルでリスクの市場価格を計算した。図２はサ

ンプル期間でのフォワードレートの推移を

示す。この期間を前後に分割し、Period A, 

Period B でリスクの市場価格を命題１に基

づいて計算した。その結果を表２に示す。リ

スクの市場価格は Period A, B での金利挙動

と表１から定性的に推定できるが、表 2 の計

算結果は表１の関係と整合的であった。 

 

(5.2)リスクの市場価格が正値をとる事例 

命題２からわかるように、長期の観測でリ

スクの市場価格が正値をとるケースはまれ

であり、従来の先行研究ではマイナス値にな

ったケースがほとんどであった。 

 

図 2 フォワードレートの推移 円金利 
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しかし表 1から金利の急上昇局面ではリス

クの市場価格がプラス値をとることが予想

できる。これに基づいて米国金利データを分

析し、1960 年から 1980 年の 20 年間の観測

期間においてリスクの市場価格を命題１の

方法で計算し、第１次のリスクの市場価格 φ1

がプラス値であることを示した。このような

例外的な事例の存在を実証したことにはリ

スク管理上の重要な知見を与える。 

 

(5.3)リスクの市場価格についての実証分析 

従来の金利期間構造の研究ではリスクの

市場価格と金利水準との関係が分析されて

いた。表１は金利水準ではなく、金利変動の

トレンドがリスクの市場価格の値を支配し

ていることを示す。また(6)式からは、長短金

利差に相当するパラメータ aが大きいほど長

期観測でのリスクの市場価格はマイナス値

が大きくなることがわかる。 

これらの関係性を実際のデータで確認す

るため、米国国債市場の金利データを使い、

金利とリスクの市場価格との相関分析を行

った。計算ケースが非常に多いため、リスク

の市場価格の計算は１ファクターHWモデル

を用いた。図３は使用した米国国債市場のフ

ォワード金利の推移を示す。表３は相関分析

の結果を示す。これによってリスクの市場価

格は長短金利差と負の相関関係にあり、金利

変化のトレンドと正の相関関係にあること

を実証した。またリスクの市場価格と金利水

準との相関関係は有意ではなかった。 

 

（６）研究成果の発信と普及 

ガウシアン HJM モデルでの研究と相関分

析の研究成果（それぞれ 5 章①、②）はオー

プンアクセスの学術論文誌  Quantitative 

finance letters と Journal of Reviews on 

Global Economics に公表した。とくに①はす

でに 2800 ダウンロードを超え、広く関心を

集めている。 

表 2 リスクの市場価格の計算結果 

 

 

図 3 米国国債市場のフォワード金利 

表 3 リスクの市場価格と金利等との相関 
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これまでの結果を広く発信するため、書籍

④に RW モデルの理論体系をまとめ、海外出

版した。この本は欧米約 350 の大学図書館な

どに所蔵され、広く発信することができた。 

またRWモデルの考え方を日本語でわかり

やすく解説したものを特別寄稿③として国

内雑誌に公表した。そしてセミナー会社の企

画で 2 回のセミナー⑤⑥を開催し、金融機関

からの参加者向けにリアルワールドモデル

の説明を行った。 
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