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研究成果の概要（和文）：　開代数曲面、正規代数曲面、および多項式環の高階導分による核について研究し
た。有理曲面ではない開代数曲面に対して、その対数的小平次元が非負であることとその対数的12種数が正とな
ることが同値であることを証明した。開代数曲面とQホモロジー平面の結果を用いて、ピカール数1で高々有理対
数的標準特異点のみを持つ正規デルペッゾ曲面で特異点の個数が1または4になるものを部分的に分類した。3変
数多項式環の局所有限高階導分の核について、それが多項式環になるための十分条件を与えた。更に、これらの
結果をアフィン代数多様体の諸問題に応用した。

研究成果の概要（英文）： I have studied open algebraic surfaces, normal algebraic surfaces and 
kernels of higher derivations in polynomial rings. I proved that, for an irrational open algebraic 
surface, its logarithmic Kodaira dimension is non-negative if and only if its logarithmic 12 genus 
is positive. I studied normal del Pezzo surfaces of Picard rank one with only rational log canonical
 singularities by using structure theorems on open algebraic surfaces and some results on Q-homology
 planes and gave partial classification results for those surfaces with one or four singular points.
 I also gave a sufficient condition for the kernel of a locally finite higher derivations in the 
polynomial ring in three variables to be a polynomial ring. Furthermore, I applied these results to 
some problems on affine algebraic varieties. 

研究分野：代数幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
（１） 開代数曲面 
 開代数曲面の対数的小平次元による構造
定理は基礎体の標数が零の場合は射影代数
曲面の場合と類似の形で成り立っている。こ
の結果はアフィン代数多様体の研究で重要
であり、現在もアフィン代数曲面の自己同型
群や消去問題等アフィン代数幾何学の中心
的な話題に応用されている。研究代表者は正
標数での開代数曲面の対数的小平次元によ
る構造定理を確立するべく研究を進めてお
り、対数的小平次元が 1の場合には構造定理
を確立させ、そのような曲面の対数的多重種
数に関する結果を得た。しかしながら、 
対数的小平次元が零以下の場合には部分的
な結果しかない。そのため、正標数のアフィ
ン代数多様体の研究は標数零の場合に比べ
ると進展していない。 

 
（２） 正規代数曲面 
 酒井文雄氏により正規 Moishezon 曲面の
極小モデル理論と極小モデルの大まかな構
造定理が確立した。近年になって、正標数の
正規代数曲面の極小モデル理論が研究され
ており、曲面が有理特異点あるいは対数的端
末特異点のみを持つ場合には極小モデル理
論が構築された。次は、極小モデルの構造を
調べることが必要になってくるが、非特異射
影代数曲面の場合と比べて、特異点を持つ場
合は格段に難しくなり、特殊な場合しか分か
っていない。特に、ピカール数 1の正規デル
ペッゾ曲面（反標準因子が豊富となる正規射
影代数曲面）を調べる必要がある。 
 
（３） 多項式環の部分代数 
 多項式環の導分と局所ベキ零導分、および
それらの不変式環（以後、核と呼ぶ）はアフ
ィン代数幾何学における中心的な研究対象
であり、アフィン代数多様体の自己同型群や
代数群の作用の研究に応用されている。 
 標数零の体上の多項式環の導分や局所ベ
キ零導分の核の研究はここ二十数年でかな
り進展してきている。正標数の体上の多項式
環では、高階導分や階層的局所有限高階導分
が標数零の場合の導分や局所ベキ零導分の
類似物であり、研究代表者はそれらの核に関
する基本的な結果を得ている。しかしながら、
正標数の場合の研究は標数零の場合に比べ
て殆ど進展していない状態である。 
 
２．研究の目的 
 任意標数での対数的小平次元が 1以下とな
る開代数曲面と正規代数曲面の構造を解明
し、アフィン代数多様体の研究に応用する。
具体的には次の課題について研究を行う。 
 
（１） 開代数曲面 
 正標数での対数的小平次元が零以下とな
る開代数曲面の構造を解明する。また、対数

的小平次元が 1以下となる、非有理開代数曲
面の構造定理を正標数の場合にも確立し、そ
のような曲面の対数的多重種数を調べる。 
 
（２） 正規代数曲面 
 ピカール数 1の正規射影代数曲面の構造を
調べる。特に正規代数曲面の極小モデルとし
て現れる曲面の重要なクラスである、ピカー
ル数１の正規デルペッゾ曲面と Q ホモロジ
ー射影平面の構造を解明する。 
 
（３） 多項式環とその部分代数 
任意標数での 3変数多項式環の高階導分の
核の代数的な性質を調べる。また、整域上の
多項式環における多項式の整閉性とその多
項式が生成する部分代数の環論的性質を調
べる。 
 
３．研究の方法 
 開代数曲面、正規代数曲面、及び、多項式
環の部分代数について、以下のようにして研
究を遂行した。 
 
（１）開代数曲面について 
○1 開代数曲面の対数的極小モデルを構成す
る。開代数曲面の対数的極小モデル理論は既
に完成しているが、対数的極小モデルの分類
を行うために、その対数的多重種数を変えな
い範囲で、対数的極小モデルから更に第 1種
例外曲線をブローダウンする必要がある。本
研究では対数的小平次元が零の場合に、極小
モデルの境界因子からいくつか曲線を除い
た対に対して、対数的極小モデルを更にとる
ことを行った。 
○2 ○1 で得られた極小モデルを分類する。本
研究では、曲面が非有理線織曲面となる場合
と曲面の対数的小平次元が零以下で不足数
（完備化したときに付け加えられる境界因
子の既約成分の個数から完備化した曲面の
ピカール数を引いた値）が正になる場合につ
いて、研究を遂行した。 
○3 ○2 で考察した曲面の対数的多重種数を
調べる。 
 
（２）正規代数曲面について 
 主にピカール数が1となる正規有理曲面に
ついて、以下のようにして研究を遂行した。 
○1 ピカール数 1 の高々有理対数的標準特異
点のみを持つ正規デルペッゾ曲面Xについて、
その反標準因子との交点数が最小の値をと
る曲線の考察を、Q ホモロジー平面に関する
K. Palka 氏の結果を利用して行った。Xが対
数的端末特異点でない特異点を持ち、特異点
の個数が 1の場合と 4の場合について Xを調
べた。特異点の個数が 4の場合は高橋剛氏と
共同で行った。 
○2 Q ホモロジー射影平面 Sで、その非特異部
分に有理尖点曲線 Cを含むものを、開代数曲
面の対数的小平次元による構造定理とCの補
集合がQホモロジー平面になることを利用し



て、調べた。本研究では特に、C の補集合の
対数的小平次元が1以下となる場合を中心に
研究を行った。 
 
（３）多項式環とその部分代数について 
○1 整域上の多項式環の部分環が、高階導分
の核として表されるための必要十分条件を
体上の場合の結果を元に探した。そして、こ
の結果を、多項式環を含む整域のクラスに拡
張することを試みた。 
○2 研究代表者が指導している大学院生の長
峰孝典氏と共に、整域上の多項式環内の１個
の多項式で生成される部分代数について、そ
の整閉性と生成元となる多項式との関係に
ついて、○1 の研究で得た結果を用いて調べ
た。UFD 上の多項式環に関してこれまで研
究代表者が得た結果にどのような条件をつ
けることにより一般の整域の場合にも成り
立つかどうかを考えた。また、UFD でない
整域の場合の特有の例の構成を試みた。 
○3 3 変数多項式環の局所有限高階導分の核
の代数的性質について調べた。特に、その核
が多項式環になるための条件をこれまでに
得た多項式環の階層的局所有限高階導分の
核に関する結果を用いることにより探した。 
 

４．研究成果 
本研究で得られた成果を研究の目的での
項目毎に分けて書く。 
 
（１）開代数曲面 
 非有理開代数曲面と対数的小平次元が零
の開代数曲面に関して、次のような成果を得
た。 
○1 非有理開代数曲面の対数的小平次元が非
負であることとその対数的 12 種数が正とな
ることが同値であることを、基礎体の標数が
正の場合にも示した。この結果とこれまでに
得られた対数的小平次元が零となる非有理
開代数曲面の分類結果と合わせて、論文とし
てまとめ、掲載が決定した（5の雑誌論文○1 ）。 
○2 対数的小平次元が零となる開代数曲面に
対して、その不足数をその曲面を完備化した
ときの境界因子の既約成分の個数から完備
化した曲面のピカール数を引いた値として
定義し、この値が非有理曲面に対しては零以
下であることを示した。また、有理曲面の不
足数は 2以下であることを示し、更に、不足
数が2となるものの対数的極小モデルを分類
した。これらの結果は基礎体の標数が零の場
合には既に知られているが、それを正標数の
場合に拡張している。現在、不足数が１とな
る場合について研究を進めており、これが完
成した後に、上記の結果と合わせて論文とし
て発表する予定である。 
 
（２）正規代数曲面 
 ピカール数 1の正規デルペッゾ曲面と Qホ
モロジー射影平面に関して、次のような成果
を得た。 

○1  ピカール数が1で高々有理対数的標準特
異点のみを持つ正規デルペッゾ曲面につい
て、次のような成果を得た。まず、そのよう
な曲面の内、特異点が一個の場合を全て決定
し、更に、非特異部分の基本群が有限アーベ
ル群であることを証明した。これは R. V. 
Gurjar 氏と D.-Q. Zhang 氏による特異点とし
て対数的末端特異点を1個だけ持つ正規射影
有理曲面に関する結果の一部を改良してい
る。次に、特異点が 4個の場合を高橋剛氏と
共同で研究を行い、そのような曲面の中で、
3個以上の特異点を通る長さ極小のextremal
有理曲線を含みかつ対数的末端特異点でな
い特異点を含むものを分類した。前者の結果
は論文としてまとめて、発表した（5 の雑誌
論文○4 ）。後者については、まだ特異点の個
数が 4 の場合は完全に分類していないため、
論文にはまとめていないが、現在も研究を進
めており、近いうちには完全に分類できるも
のと期待している。 
○2 Q ホモロジー射影平面 Sで、その非特異部
分に補集合の対数的小平次元が負となる有
理尖点曲線 Cを持つものについて、次の結果
を得た。C の特異点の極小埋め込み解消によ
る固有変換像 C’に対して、S-C が affine 
ruled であることと C’の自己交点数が-1 以
上になることが同値であることを証明した。
S が射影平面の場合には吉原久夫氏が同様の
結果を証明しているが、この結果は吉原氏の
結果を一般化している。現在は、S-Cが affine 
ruled でない場合を研究しており、この場合
を決定することができた場合は上記の結果
と合わせて論文として発表する予定である。 
 
（３）多項式環の部分代数 
多項式環の導分や階層的局所有限高階導
分の核、および、多項式環の整閉な部分代数
に関して、次のような成果を得た。 
○1  長峰孝典氏と共に、整域上の多項式環に
おける整閉多項式について研究した。基礎環
の商体を考え、体上で知られている結果を用
いることにより、UFD 上の多項式環の場合に
研究代表者によって得られていた結果を整
域上の場合に一般化した。また、正標数の UFD
でない整域上の多項式で、整閉ではないがそ
の多項式が生成する部分代数の極大性が成
り立つものを構成した。これらの結果につい
ては、長峰孝典氏との共著論文として発表し
た（5の雑誌論文○3 ）。 
○2 体上の 3 変数多項式環の局所有限高階導
分の核について、その核が自明でない階層的
局所有限高階導分を持つとき、その核は多項
式環になることを証明した。この結果を用い
ることにより、B. M. Bhatwadekar 氏と N. 
Gupta 氏によって証明された、非完全体上の
2 変数多項式環に対する消去定理の別証明を
与えた。これらの結果については、論文とし
て発表した（5の雑誌論文○2 ）。 
○3  整域 R上の整閉整域 Aの整閉部分環と高
階導分の核について研究した。A の商体が R



の商体上有限生成であるとき、A の部分 R 代
数が A上の有理的高階導分の核として表され
るための必要十分条件を得ることができた。
更に、A の有理的高階導分の核の R 上の超越
次数が Aの超越次数-1 以上となる場合に、そ
の核の商体とその導分のAの商体上に延長し
た高階導分の核が一致することを示した。こ
れはら研究代表者によって得られている結
果を一般化している。更に、A が R 上有限生
成でない場合に、Aの有理的高階導分の核で、
A の高階導分の核として表されないものを構
成した。これらの結果は論文にまとめたが、
更なる考察も含めるべく、研究を行っている
ところである。 
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meeting（第 15 回アフィン代数幾何学研究集
会）, 関西学院大学大阪梅田キャンパス (大
阪府大阪市), 2017年 3月 2日～3月 5日, 世
話人: 小島秀雄（新潟大学）, 岸本崇 （埼
玉大学), Adrien Dubouloz (U. Bourgone), 
増田佳代 (関西学院大学).  
○2  射影多様体の幾何とその周辺 2016, 高
知工科大学永国寺キャンパス（高知県高知
市）, 2016 年 10 月 8 日～10 月 10 日, 世話
人: 福間慶明（高知大学）, 小島秀雄（新潟
大学), 春井岳（高知工科大学）.  
○3  The 14th affine algebraic geometry 
meeting（第 14 回アフィン代数幾何学研究集
会）, 関西学院大学大阪梅田キャンパス (大
阪府大阪市), 2016年 3月 5日～3月 8日, 世
話人: 小島秀雄（新潟大学）, 岸本崇 （埼
玉大学), Adrien Dubouloz (U. Bourgone), 
増田佳代 (関西学院大学). 
○4  射影多様体の幾何とその周辺 2015, 高
知大学（高知県高知市）, 2015 年 10 月 31 日
～11 月 2日, 世話人: 福間慶明（高知大学）, 
小島秀雄（新潟大学). 
○5  The 13th affine algebraic geometry 
meeting（第 13 回アフィン代数幾何学研究集
会）, 関西学院大学大阪梅田キャンパス (大
阪府大阪市), 2015年 3月 5日～3月 8日, 世
話人: 小島秀雄（新潟大学）, 岸本崇 （埼
玉大学), 増田佳代 (関西学院大学), 黒田
茂 (首都大学東京). 
○6  射影多様体の幾何とその周辺 2014, 高
知大学（高知県高知市）, 2014 年 11 月 1 日
～11 月 3日, 世話人: 福間慶明（高知大学）, 
小島秀雄（新潟大学). 
○7  RIMS Workshop ``Kyoto Workshop on 
Algebraic Varieties and Automorphism 
Groups”, 京都大学数理解析研究所 (京都
府京都市), 2014 年 7月 7日～7月 11日, 世
話人: 増田佳代 (関西学院大学), 岸本崇 
(埼玉大学), 小島秀雄 (新潟大学), 宮西正
宜 (関西学院大学), Mikhail Zaidenberg (U. 
Grenoble I).  
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