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研究成果の概要（和文）：（１）群のリース積を用いることで，ある種の非ガロワ点でのガロワ群の評価に成功
した（大渕氏との共同研究）．（２）三角関数の３乗で定義されるアステロイドを念頭にリサージュ曲線の拡張
版を定義し，点射影を用いて関数体の対拡大を考察した．（３）準ガロワ点の概念を導入した（深澤氏，高橋氏
との共同研究）．（４）位数が大きな自己同型群を持つ平面曲線について検討を行った．特に，位数が平面曲線
の次数の60倍となる場合について議論を行った（春井氏，大渕氏との共同研究）．（５）ガロワ点がひき起こす
双有理変換について，クレモナ変換群の研究との融合を試みた．

研究成果の概要（英文）：(1)By using the wreath product of group, we succeeded in evaluating the 
Galois group at a certain non-Galois point (joint work with A. Ohbuchi). (2)We defined an extended 
version of the Lissajous curve, and studied the structure of the extension of the function field by 
using the point projection. (3)We introduced the concept of quasi-Galois points (joint work with S. 
Fukasawa and T. Takahashi). (4)We studied curves with large automorphism group. In particular, we 
discussed the case where the order is 60d. (joint work with T. Harui and A. Ohbuchi). (5) We tried 
to integrate the birational transformation belonging to the Galois point with the study of the 
Cremona group.
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１．研究開始当初の背景 
 1996 年ごろ，吉原久夫氏（新潟大）は代数
関数体の体拡大の構造を詳細に調べるため
に「ガロワ点」という概念を導入した．射影
平面内の平面曲線Ｃに対し，平面内の点Ｐか
らの点射影が，有理関数体のガロワ拡大をひ
き起こすときに（すなわち，点射影がガロワ
被覆となるとき），点Ｐをガロワ点と呼ぶ．
当初，ガロワ点は非特異平面代数曲線に対し
て定義された．研究成果として，ガロワ点の
個数の決定，ガロワ群の決定，ガロワ閉包曲
線の種数の決定，ガロワ点による曲線の特徴
づけなどがなされていた．この場合，研究が
文字通りスムーズになされた要因のひとつ
として，非特異平面曲線の自己同型が非常に
分かりやすいことが挙げられる．特に，ガロ
ワ点でのガロワ群の作用は線形変換，すなわ
ち行列を用いて表すことができる．これは平
面曲線の解析に絶大なる威力を発揮した．そ
の後，筆者は，ガロワ点の概念を，特異点を
持つ平面曲線にまで拡張し，曲線の次数が低
い場合を中心にガロワ点の個数の決定等を
行った．しかしながら，もはやガロワ点での
ガロワ群の作用は線形変換とはなりえず，さ
らなる研究推進のためには，新たなアプロー
チの構築が急務であった．代数曲線のガロワ
点の研究とは，ガロワ群の作用を通じて，代
数曲線の自己同型群を研究することと同値
である．どのような群がガロワ点でのガロワ
群として現れるか，また，そのガロワ群と自
己同型群がどのような関係にあるのかを明
らかにしておく必要があった． 
 
２．研究の目的 
 以上の背景を踏まえて，本研究においては，
特異点を持つ射影代数多様対に対してガロ
ワ点理論を展開できるように，新たな枠組み
の構築を試みた．また，応用としてガロワ点
の自己同型群への寄与を精査することで，射
影多様体の全自己同型群の決定を試みた．具
体的には 

（Ａ）グレブナー基底を活用して枠組みと
なる理論の構築 

（Ｂ）群の表現論からのアプローチ 
（Ｃ）自己同型群の決定 
（Ｄ）分かりやすい曲面上で考察 
（Ｅ）特異点を持つ代数曲線に対するガロ

ワ点を探す 
（Ｆ）研究集会の開催 

を行うこととした． 
 
３．研究の方法 
 （Ａ）さまざまな有限群の関数体への作用
を考え，その不変体の生成元を計算する．ケ
ンパーによる手法を活用し，グレブナー基底
を求めることで生成元を得ることができる．
不変体が記述できれば対応するガロワ被覆
が得られる．さまざまな有限郡の部分群の系
列に対してこれらの計算を実行する． 
（Ｂ）群の線形表現を考える．ある決まっ

た次元の線形部分空間からの射影が，関数体
のガロワ拡大をひき起こすとき，それをガロ
ワ部分空間と呼ぶことにする．この場合，こ
のガロワ部分空間は，ガロワ群の作用を表現
する行列の不変部分空間のようなものであ
ることが推測される．この点を明らかにし，
定式化を行う． 
（Ｃ）ガロワ点が存在すれば自明でない自

己同型が存在する．すなわち，ガロワ点は自
己同型群に貢献しているといえる．この視点
から，代数曲線の自己同型群は，ガロワ点で
のガロワ群と射影直線の自己同型群の有限
部分群の半直積になることを予想している．
このことを用いて，一般の代数曲線の自己同
型群を決定する．また，５次交代群を自己同
型群に含む平面代数曲線の構成に，ガロワ点
が有用であることが分かりつつあるので詳
細を議論する． 
（Ｄ）ガロワ点を３次曲面や線織面上で考

えることを提案する．さらに，シュライアー
による理論を応用する．すなわち，標準曲線
を有理スクロール上で考え，その上の線形系
を解析する．まずは，トリゴナル曲線から議
論を開始し，得られた結果を平面曲線に還元
し，ガロワ点理論へ応用する． 
（Ｅ）ガロワ点と特異点の関係を記述する．

とくに，曲線がガロワ点を持つときの，特異
点の性質を考察する．たとえば，特異点の個
数や不変量からガロワ点の個数を導く公式
を構成する．また，平面曲線の特異性を，別
の扱いやすい形で表示できる双対曲線につ
いて，ガロワ点の考察を行う． 
（Ｆ）本研究課題の発展のために，研究集

会「Workshop on Galois point and related 
topics」「代数幾何学研究集会-宇部-」を開
催する． 
 
４．研究成果 
 連携研究者らと議論を行い，以下の研究成
果を得た． 
 
（１） 代数曲線の自己同型群の決定につ

いて．大渕朗氏（徳島大）との共
同研究で，群のリース積の概念を
用いることで，ある種の非ガロワ
点でのガロワ群の評価に成功した．
これを用いることで，ガロワ閉包
曲線の自己同型群の研究に応用が
可能となった． 

 
（２） リサージュ曲線の拡張．三角関数の

３乗で定義されるアステロイドを
念頭に，リサージュ曲線の拡張版
を新たに定義し，点射影を用いる
ことで関数体の体拡大の様子を考
察した．この場合も，群のリース
積が大きな役割を果たし，ガロワ
群の評価を行うことに成功した．
これらの曲線はたくさんの特異点
を持つが，特異点の現れる場所，



個数等が扱いやすいのが利点であ
る．特異点を持つ代数曲線のガロ
ワ点理論の展開へ役立つものとな
った． 

 
（３） 準ガロワ点の導入．深澤知氏（山形

大），高橋剛氏（新潟大）との共同
研究で，ガロワ点の概念を拡張さ
せた「準ガロワ点」を定義し，一
般的な性質を調べた．準ガロワ点
はガロワ点には無い柔軟性を持っ
ており，ガロワ点理論では調べる
ことができなかった，クライン曲
線やウィーマン曲線の特徴づけに
成功した．このことについては，
2017 年 9 月にイタリア共和国のパ
ヴィア大学で開催されたワークシ
ョップで講演を行った． 

 
（４） 位数の大きな自己同型群を持つ平

面曲線について．春井岳氏（高知
工科大），大渕氏との共同研究で，
自己同型群が５次交代群の拡大と
なる場合，すなわち自己同型群の
位数が平面曲線の次数の６０倍と
なる場合について，３種類の典型
例を考察し，自己同型群の構造を
完全に解明した． 

 
（５） ガロワ点がひき起こす双有理変換

について．ガロワ点が存在すれば，
ガロワ群の作用により双有理変換
がひき起こされる．この双有理変
換をガロワ点に付随する双有理変
換と呼ぶ．この双有理変換とクレ
モナ変換群の研究の融合を試みた．
重複度３の尖点を持つ平面４次曲
線は，射影同値を法として２種類
存在することが知られている．片
方はガロワ点を１個持ち，他方は
２個持つことを筆者が以前に証明
している．この場合，これらのガ
ロワ点に付随する双有理変換の性
質を解明した．それらは，いわゆ
るジョンキェール変換であり，さ
らにはクレモナ群の中で射影変換
と共役であることを証明した．こ
のことについては，2018 年 3 月に
関西学院大学で開催された研究集
会で講演を行った． 

 
（６） 研究集会の開催について．筆者と深

澤氏，高橋氏が世話人となり，
「Workshop on Galois point and 
related topics」を 2014 年 9月に
滋賀大学大津サテライトプラザ
（長谷川武博氏（滋賀大）の協力
のもと），2015 年 9月に神奈川大学
横浜キャンパス（本間正明氏（神
奈川大）の協力のもと），2016 年 5

月に新潟大学で開催した．筆者と
北川真也氏（岐阜工業高等専門学
校），林田秀一氏（上越教育大），
高橋氏が世話人となり「代数小研
究集会 in 新潟」を 2015 年 6月に
新潟大学で開催した．また，筆者
と春井氏，高橋氏が世話人となり，
「代数曲線・曲面とその周辺」を
2016年11月に大阪大学で開催した．
さらに，筆者と石田弘隆氏，白根
竹人氏（いずれも宇部工業高等専
門学校）が世話人となり，2015 年，
2016 年，2017 年の 1月に「代数幾
何学研究集会-宇部-」を宇部高専
にて開催した．これらの集会の開
催に際し，本研究課題の補助を利
用した．いずれに集会においても
ガロワ点とその周辺に関する活発
な議論が行われ，筆者の研究推進
に大きく役立つものとなった． 
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