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研究成果の概要（和文）：可積分曲面とは，曲面を決定する偏微分方程式が解ける微分方程式を示す総称である
可積分系で表される曲面のことである．特に，多くの可積分曲面は無限次元リー群であるループ群を用いること
により，正則関数を用いたワイエルシュトラス型の表現を持つ．
本研究では，ワイエルシュトラス型の表現公式を用いて種々の可積分曲面について詳細に調べた．特に，アフィ
ン調和写像，３次元双曲空間のガウス曲率負一定曲面，離散アフィン曲面，アフィン平面曲線，３次元反ド・ジ
ッター空間の極大曲面等について重要な結果を得た．

研究成果の概要（英文）：Surfaces whose structure equation can be given by an integrable system are 
often called integrable surfaces. Here the integrable systems is a generic term used to refer to 
solvable (partial) differential equations. In particular many integrable surfaces have a Weierstrass
 type representation in terms of loop groups and holomorphic functions. 
In this research we studied integrable surfaces by using the Weierstrass type representation. 
Concretely, we studied affine harmonic maps, constant Gaussian curvature surfaces in 3-dimensional 
hyperbolic space, discrete affine spheres, affine plane curves and maximal surfaces in 3-dimensional
 Anti-de Sitter space.

研究分野：幾何学
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１．研究開始当初の背景 
汎関数の停留点として定式化される停留曲
面の研究は，オイラーの時代から長い歴史を
有している．一方，Korteweg-de Vries方程
式を始めとする解ける微分方程式の総称で
ある可積分系の構造が明らかにされたのは，
１９７０年代以降である．さらに，さまざま
な停留曲面の構造方程式が，しばしば可積分
系になることが認識され，可積分系の理論が
曲面の微分幾何に応用されるようになった
のは１９９０年代以降である．特に，３次元
ユークリッド空間の平均曲率一定曲面（体積
一定という条件下の面積汎関数の停留曲面）
に対する，ドルフマイスター・ペディット・
ウーによる無限次元のリー群であるループ
群を用いたワイエルシュトラス型の表現公
式の確立は，極小曲面（平均曲率が０で一定）
のエネパー・ワイエルシュトラスの表現公式
の自然な一般化であり，可積分系の理論の曲
面の微分幾何への有効性を表している．これ
まで，ワイエルシュトラス型の表現公式を用
いたさまざまな研究（非自明な基本群を持つ
曲面の構成， 漸近挙動の解析）が積極的に
行われ，さまざまな成果が得られた．このよ
うに，可積分系で特徴づけられる曲面は近年，
可積分曲面と呼ばれる． 
 
一方可積分曲面はユークリッド空間に限ら
ず，さまざまな幾何学においても現れる．例
えば，射影空間の射影極小曲面はそのような
例である．このように，空間に作用する群が
ユークリッド運動群より大きい（または小さ
い）場合の可積分曲面に対するワイエルシュ
トラス型の表現公式及び可積分系の理論を
用いた研究は一部を除き，為されていない． 
 
さらにまた，近年可積分曲面がさまざまな分
野で現れることが知られて来た．特に，曲面
の基本群の特殊線形群への表現(Hitchin 表
現，射影空間のラグランジュ極小曲面と関係
がある)や数理物理学の AdS/CFT対応（反 de 
Sitter 空間の極大曲面の面積が関係してい
る）が典型的な例である． 
 
このような背景から，これまでの 3次元ユー
クリッド空間の平均曲率一定曲面へのワイ
エルシュトラス型の表現公式を用いた研究
から，さらに広いクラスの可積分曲面に対す
る，ループ群を用いたワイエルシュトラス型
の表現公式や，それを用いた研究が重要であ
ると考えるに至った． 
 
２．研究の目的 
ユークリッド運動群より大きい群及び，小さ
い群が働く空間内の可積分曲面に対して，ル
ープ群を用いたワイエルシュトラス型の表
現公式を統一的に確立し，位相幾何や数理物
理の問題に対する応用を行うことを研究の
目的とした． 
 

また，ワイエルシュトラス型の表現公式を用
いて，可積分曲面の微分幾何学的な性質を明
らかにし，種々の特徴づけを行うことも研究
の目的とした． 
 
３．研究の方法 
可積分曲面が持つ，隠れた対称性を明らかに
し，その構造を用いてワイエルシュトラス型
の表現公式を導くことにした．特に隠れた対
称性として，無限次元リー群，円周から有限
次元リー群への写像であるループ群に着目
して研究を推進することにした．有限次元リ
ー群としては，種々の幾何に付随する自然な
有限次元リー群を用いた． 
 
 
４．研究成果 
（１）リー群へのアフィン調和写像： リーマ
ン面から両側不変リーマン計量を持つリー
群への調和写像が可積分系の理論と密接な
関係を持つ事は,ウーレンベック，シーガル
等によってよく知られた事実である.両側不
変リーマン計量を両側不変アフィン接続に
一般化したリー群を与え，リーマン面からこ
のリー群への調和写像の一般化であるアフ
ィン調和写像を考えた. 両側不変アフィン
接続が両側不変リーマン計量から定まる場
合は,アフィン調和写像は元の調和写像にな
り,アフィン調和写像は調和写像の自然な一
般化である．この研究では,両側不変接続を
もつリー群へのアフィン調和写像に対して，
ループ群によるワイエルシュトラス型の表
現公式を持つことを示した．特に両側不変リ
ーマン計量を持たない代表的なリー群であ
る可解群に対してのアフィン調和写像の表
現公式を得ることができ，さらに具体的に写
像を表すことができた．研究成果は，筑波大
学の井ノ口順一氏とミュンヘン工科大学の
ドルフマイスタージョセフ氏との共同研究
による（雑誌論文２）． 
 
（２）３次元ハイゼンベルグ群の極小曲面： 
３次元ユークリッド空間のベルンシュタイ
ンの定理とは，全平面でグラフとなる極小曲
面は平面に限るというものである．ユークリ
ッド空間とは限らないリーマン多様体内の
極小曲面に対する同様の問題はベルンシュ
タインの問題と呼ばれている． 
この研究では，３次元ハイゼンベルグ群内の
水平な平面上のグラフとなる極小曲面につ
いてのベルンシュタイン問題についての研
究である. 研究成果として,水平な平面上の
グラフである極小曲面は,ひとつの正則２次
微分とその２径数族によって表現されると
いう事がわかった. この結果自体は，すでに
他の研究者達によって得られていたが，ルー
プ群の手法とワイエルシュトラス型の表現
公式を用いることによって，新しい短い証明
を与えた.さらに，ループ群の手法を用いる
事によって, ２径数族の幾何学的な意味が



わかった．この研究成果は，筑波大学の井ノ
口順一氏とミュンヘン工科大学のドルフマ
イスタージョセフ氏との共同研究による．
（雑誌論文４）． 
 
（３）離散ガウス曲率負一定曲面に対するワ
イエルシュトラス型の表現公式：可積分曲面
の理論は，滑らかな場合だけでなく，離散化
された対象に対しても有効に適用できる．特
に，ガウス曲率負一定曲面に対する離散化は，
良く知られている．一方，滑らかなガウス曲
率負一定曲面に対しては，ワイエルシュトラ
ス型の表現公式が知られている．この研究で
は３次元ユークリッド空間内の離散ガウス
曲率負一定曲面に対するワイエルシュトラ
ス型の表現公式を確立した．一見するとこの
定式化は，滑らかなものの自然な離散化には
見えないが，様々な具体例を通して見ると，
この離散化が適切であることがわかる．さら
に離散的な場合の公式は，さまざまな具体的
な応用が期待できる（雑誌論文１）． 
 
（４）３次元双曲空間内のガウス曲率一定曲
面の特徴付け：筑波大学の井ノ口順一氏のと
共同研究において，ループ群の構造を用いて，
適切なガウス写像を構成し，３次元双曲空間
内のガウス曲率一定曲面の特徴付けを得る
事ができた．この研究は，研究課題の一つで
ある基本群の表現の簡単な場合に相当する
ものであり，重要な結果である．現在結果を
論文に纏めているところである． 
 
（５）反 de Sitter 空間の極小曲面：同済大
学（中国）の Wang Peng 氏との共同研究を行
い反 de Sitter 空間の極小曲面について，正
則化面積についての厳密な数学的定式化を
得る事ができた．この研究成果は，幾何学お
よび弦理論双方のコミュニティに取って十
分な意義を持つ結果である．現在，論文発表
に向けて研究結果の精査をしている所であ
る． 
 
（６）離散アフィン球面のワイエルシュトラ
ス型の表現公式：福岡大学の松浦望氏との共
同研究を行い，離散アフィン球面の表現公式
を完全に確立した．アフィン球面は，空間に
働く群がユークリッド運動群より大きい群
であり，この研究までにワイエルシュトラス
型の表現公式，離散化などが知られて来た．
本研究によって，離散アフィン球面のワイエ
ルシュトラス型の表現公式を確立する事が
でき，簡単な離散データをもちいて複雑な離
散アフィン球面を得る事ができるようにな
った．特に，非固有と呼ばれるクラスにつ 
いての表現公式については，非常に簡明な表
現公式を得る事ができた．連続の場合，ワイ
エルシュトラス型の表現公式は，無限次元リ 
ー群であるループ群の分解定理を用いてい
る為，具体的に求める事はほとんどの場合困
難である．しかしながら離散の場合，ループ

群の分解が２つの行列の積の交換の問題に
置き換わるので具体的に実行できる．従って
様々な具体的な問題に応用できるという利
点がある．実際に実用的なアルゴリズムや良
い具体例の構成はこれからの課題である．こ
の研究成果については，論文を纏めて現在投
稿中である． 
 
（７）アフィン平面曲線の総合的研究：これ
まで,ユークリッド空間の曲線を範とし
て,Blaschke や E. Cartan を始めとするさま
ざまな研究者が,等積アフィン群や射影変換
群について不変な曲 線論を展開してきた.
しかしながら,等積アフィン群と射影変換群
の間に位置する一般アフィン群で不 変 な 曲
線論については, 今まで十分な研究が行わ
れてこなかった.そこで,神戸大学の佐々木
武氏との共同研究において,この群で不変な
曲線論の基礎を展開した.特に,一般アフィ
ン群の元での長さを定義し,変分問題を論じ
た. 研究成果については，論文を纏めて現在
投稿中である． 
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