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研究成果の概要（和文）：本研究課題ではLie群の作用による対称性を利用し，Riemann多様体内の部分多様体の
幾何学的変分問題に関する研究を行った．
複素旗様体において互いに合同とは限らない二つの実旗多様体のLagrange交叉を考え，離散的である場合の交叉
の対蹠性を示した．また，可換なHermann作用について，軌道が二重調和部分多様体になるための必要十分条件
を対称三対を用いて与えた．この判定法により，既約コンパクト型対称空間への可換なHermann作用の軌道の二
重調和性を調べ，コンパクト対称空間内の二重調和等質部分多様体の構成及びいくつかの分類結果を得た．

研究成果の概要（英文）：In this research project, we studied variational problems for submanifolds 
in Riemannian manifolds using Lie group actions.
We studied the Lagrangian intersection of two real flag manifolds in a complex flag manifold. Then 
we showed that the intersection is an antipodal set of a complex flag manifold, if the intersection 
is discrete. We also studied biharmonic submanifolds in compact symmetric spaces. We gave a 
necessary and sufficient condition for orbits of commutative Hermann actions to be biharmonic in 
terms of symmetric triad with multiplicities. By this criterion, we constructed a great many 
examples of proper biharmonic homogeneous submanifolds in compact symmetric spaces, moreover we 
obtain some classifications.

研究分野： 微分幾何
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１．研究開始当初の背景 
対称空間でない既約で単連結なRiemann多

様体は，そのホロノミー群により 7種類に分
類され，特殊なホロノミー群として SU(n), 
Sp(n), Sp(n)Sp(1), G_2, Spin(7)の 5 つが
存在する．特に，ホロノミー群が特殊ユニタ
リ群SU(n)の部分群になるKähler多様体をこ
こでは広い意味でCalabi-Yau多様体と呼ぶ．
Calabi-Yau 多 様 体 は Ricci 平 坦 な
Kähler-Einstein 多様体になることから，微
分幾何，代数幾何，複素幾何，シンプレクテ
ィック幾何さらには数理物理においても重
要な対象として興味が持たれており，様々な
観点から研究が進められている． 
Harvey と Lawson はキャリブレーションを

利用してホモロジー体積最小性をもつ部分
多様体を構成する方法を与え，特殊ホロノミ
ー群をもつ Riemann 多様体において，ホモロ
ジー類内で体積最小となる部分多様体の例
を数多く与えた．特に，複素n次元Calabi-Yau
多様体の場合，複素体積形式の実部をとる n
次形式がキャリブレーションになり，これに
よってキャリブレートされる部分多様体を
特 殊 Lagrange 部 分 多 様 体 と 呼 ぶ ．
Strominger-Yau-Zaslow は 複 素 3 次 元
Calabi-Yau 多様体の間のミラー対称性は特
殊 Lagrange トーラスファイブレーションの
双対として幾何学的に解釈できると予想し
た．この SYZ 予想により，ミラー対称性との
関係から特殊 Lagrange 部分多様体が注目さ
れており，活発に研究が進められている．SYZ
予想において困難な点は，この特殊 Lagrange
トーラスファイブレーションには一般には
特異点をもつファイバーが現れるというこ
とである．このため特殊 Lagrange 部分多様
体上に現れる特異点を理解することが重要
な課題となる． 
 

２．研究の目的 
本研究課題ではLie群の作用による対称性

を利用し，Riemann 多様体内の部分多様体の
幾何学的変分問題に関する研究に取り組ん
だ．特に，特殊ホロノミー群をもつ Riemann
多様体のキャリブレート部分多様体に関す
る研究を行った．Calabi-Yau 多様体において，
特殊 Lagrange 部分多様体の幾何学的性質と
特異点の様子を調べることを目的とした．キ
ャリブレート部分多様体上には様々な種類
の特異点が現れることが知られているが，こ
れらの特異点の幾何学的様相を調べ，変形に
よる特異点の解消について議論した． 
また，より一般に Ricci 平坦とは限らない

等質Kähler多様体において，実形のLagrange
交叉の構造に関して研究を行った．実形の交
叉の対蹠性を利用し，二つの実形の組に対し
て定まる Lagrangian Floer ホモロジーを求
めることを目指した． 
特殊 Lagrange 部分多様体は極小部分多様

体であるので，その包含写像は調和写像であ
る．調和写像の拡張概念として二重調和写像

が定義される．本研究課題ではコンパクト対
称空間内の二重調和部分多様体に関する研
究を行った． 
 
３． 研究の方法 
(1) 特殊 Lagrange 部分多様体の特異点の研

究 
多様体に大きな群作用があるとき，その対

称性を利用して幾何的な微分方程式を常微
分方程式に帰着させて解く手法が有効であ
る．特殊 Lagrange 部分多様体を構成する場
合には運動量写像の逆像の軌道空間上で定
義された常微分方程式を解くことになる．こ
のとき特異軌道が存在すると，そこが特異点
として現れる．余等質性 1 の特殊 Lagrange
部分多様体の1パラメータ族を構成すること
により，これらの特異点を滑らかに変形する
ことができる．この運動量写像を用いた余等
質性1の手法をより一般の場合に適用できる
よう確立することを目指した． 
Calabi-Yau 多様体の他にも，特殊ホロノミ

ー群をもつ Riemann 多様体として超 Kähler
多様体の特殊 Lagrange 部分多様体，G2多様体
の associative 部 分 多 様 体 お よ び
coassociative 部分多様体，Spin(7)多様体の
Caylay 部分多様体といったキャリブレート
部分多様体が考えられる．運動量写像を用い
る方法や余法束の方法などの手法を用いて，
これらのキャリブレート部分多様体の研究
を行うことを目指した． 
 
(2) 複素旗多様体内の実形の交叉の構造 
連結コンパクト Lie 群 Gの随伴軌道は G不

変な Kähler 構造をもち，複素旗多様体と呼
ばれる．対称空間の線形イソトロピー表現の
軌道は実旗多様体と呼ばれ，複素旗多様体に
全測地的 Lagrange 部分多様体として埋め込
まれる．田中-田崎は Hermite 対称空間の実
形の交叉は，Chen-Nagano によって定義され
た対蹠集合の構造をもつことを示した．本研
究課題では対称対の制限ルート系，およびそ
の一般化となる対称三対を用いて，複素旗多
様体内の実旗多様体の交叉の対蹠性につい
て研究を行った．さらに，実形の交叉の対蹠
性に着目し，実形の組に対して定まる
Lagrange Floer ホモロジーを調べた． 
 
(3) コンパクト対称空間内の二重調和部分多

様体 
Eells-Lemaire は調和写像の一つの拡張と

して二重調和写像の概念を導入した．これは
Riemann 多様体の間の写像に対して定まる二
重エネルギー汎関数の臨界点となるものと
して定義される．Euclid 空間内の二重調和部
分多様体は調和になるであろうという B.-Y. 
Chen 予想が盛んに研究され，これを非正曲率
空間への二重調和写像に拡張した一般化さ
れた B.-Y. Chen 予想も議論されている．一
方で，非負曲率をもつ Riemann 多様体への二
重調和写像の研究は状況が大きく異なる．実



際，球面内には極小でない二重調和部分多様
体の例が知られている．本研究課題では，
Hermann 作用とそれに付随する Lie 群作用を
用いて，コンパクト対称空間内の二重調和部
分多様体について研究を行った． 
 
４． 研究成果 
(1) 複素旗多様体の実形の交叉の対蹠性 
複素旗多様体はHermite対称空間になると

は限らないが，一般化された k対称空間の構
造を用いて対蹠集合を定義することができ
る．我々は，複素旗多様体に対して，イソト
ロピー部分群のあるトーラス部分群の作用
によって対蹠集合の特徴付けを行い，対蹠集
合を再定義した．特にコンパクト型 Hermite
対称空間の場合，これは Chen-Nagano により
与えられた対蹠集合に一致する．複素旗様体
において互いに合同とは限らない二つの実
旗多様体の交叉を考え，離散的であるならば 
交叉は複素旗多様体の対蹠集合になること
を示した．特に，実旗多様体を定める二つの
対合が可換である場合は，交叉が離散的にな
るための必要十分条件を対称三対を用いて
与えることができる．このとき，離散的な交
叉は対称三対のある種の Weyl 群の軌道にな
ることを示した．これらの結果は井川治氏
（京都工芸繊維大学），入江博氏（茨城大学），
奥田隆幸氏（広島大学），田崎博之氏（筑波
大学）との共同研究で得られた． 
 
(2) コンパクト対称空間内の二重調和部分多

様体 
Riemann 多様体において平均曲率ベクトル

場が平行であるような部分多様体について，
二重調和になるための必要十分条件を与え
た．コンパクト Lie 群 Gに対して二つの対称
部分群 Kと Hを考える．このとき，コンパク
ト対称空間 G/K への H の等長的な作用は
Hermann 作用と呼ばれる．コンパクト対称空
間へのHermann作用の軌道は平均曲率ベクト
ル場が平行になることが知られている．我々
は可換なHermann作用の軌道の第二基本形式
を記述することにより，これらの軌道が二重
調和になるための必要十分条件を重複度付
き対称三対を用いて表した．この判定法を用
いて，既約コンパクト型対称空間への可換な
Hermann 作用の軌道の二重調和性を調べ，二
重調和等質超曲面となる軌道の分類を与え
た．さらに，対称三対の型と重複度の分類を
もとに，既約なコンパクト型対称空間への余
等質性 2の可換な Hermann 作用の軌道の中で
二重調和になるものを分類した．これにより，
コンパクト対称空間内において余次元の高
い二重調和等質部分多様体の例が数多く得
られた．特に，コンパクト型 Hermite 対称空
間において二重調和な等質 Lagrange 部分多
様体を構成した．さらに，可換な Hermann 作
用に付随して定まる，コンパクト Lie 群 Gへ
の H×K の両側からの作用についても，軌道
の第二基本形式を重複度付き対称三対を用

いて記述することができる．これにより，コ
ンパクト単純 Lie 群 Gにおいて，H×Kの作用
の軌道の二重調和性を調べ，二重調和等質超
曲面となる軌道の分類を与えた．これらの結
果は大野晋司氏（大阪市立大学），浦川肇氏
（東北大学）との共同研究による． 
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