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研究成果の概要（和文）：グラスマン多様体への調和写像に関する一般化されたdo Carmo-Wallch理論のさらな
る一般化を定義域がコンパクトリーマン多様体の場合に達成できた。これにより、インスタントンのADHM構成法
と類似の調和写像のモジュライ空間の記述が可能となった。
　例として、複素射影直線から複素射影空間の複素２次超曲面への正則等長写像のモジュライを記述できた。さ
らに、モジュライが葉層構造を持つことが示され、その葉体はケーラー商で与えられる。
　また、複素射影直線から２次元部分空間のなす複素グラスマン多様体への正則同変写像の分類にも成功した。
いずれの場合もモジュライのコンパクト化には幾何学的な解釈が与えられる。

研究成果の概要（英文）：A generalisation of do Carmo-Wallach theory on harmonic maps into 
Grassmannians is more extended in the case that the domain of maps are compact Riemannian manifolds.
 This theory enables us to construct moduli spaces of harmonic maps in a similar way to the 
ADHM-construction of instantons on the 4-sphere. 
 This theory has a lot of applications. As one of them, we can construct moduli spaces of 
holomorphic isometric embeddings of the complex projective line into a complex quadric hypersurface 
of the projective space. Due to this, it turned out that the moduli space has a structure of 
foliation whose leaves are Kaehler quotients of flat spaces.  
 As another example, we can classify equivariant holomorphic maps of complex projective line into 
complex Grassmannian of 2-planes. In this case, our　problem reduces to classify invariant 
connections on vector bundles of rank 2.　In each case, our theory provides the compactification of 
the moduli space with a natural geomertic interpretation. 

研究分野： 微分幾何学

キーワード： ベクトル束　ゲージ理論　調和写像　正則写像　モジュライ空間　表現論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景  
 

（１）研究代表者により、リーマン多様体か
ら球面への調和写像に対する定理である「高
橋の定理」が、グラスマン多様体への調和写
像に対する定理として拡張されていた。 
（２）「高橋の定理」を用いて、do Carmo と
Wallach は球面から球面への極小はめ込みの
分類に成功していたが（do Carmo-Wallach
理論）、この理論も研究代表者により、リー
マン等質空間からグラスマン多様体への調
和写像の分類定理として拡張されていた。た
だし、「高橋の定理」の一般化においても、
do Carmo-Wallach 理論の拡張においても、
ともにベクトル束とその接続の役割が重要
であった。 
 
２． 研究の目的  
上記（１）と（２）を比較してみれば、（１）
では定義域が一般のリーマン多様体である
のに対して、（２）では定義域がリーマン等
質空間に限られている。そこで、まずは、do 
Carmo-Wallch 理論がどこまで拡張可能かを
見極めることが研究の大きな目標となった。 
また、拡張された理論が有効であることを確
かめるために、多くの具体例で興味ある結果
を引き出すことが目的となった。 
 
３． 研究の方法 
オリジナルな形での「高橋の定理」や do 
Carmo-Wallach 理論では、接束、法束とリー
マン接続以外のベクトル束やその上の接続
の役割は前面に現れていない。ところが研究
代表者によるその一般化では、グラスマン多
様体上で自然に出現するベクトル束とその
接続を利用するので、若干趣が異なっている。
写像の理論にベクトル束とその接続を用い
ることに、本研究の最大の特長があり、また
困難さがある。そこで、具体例を中心に研究
し、見出すべき理論を形成していかねばなら
ない。 
（１）このような状況であったので、多くの
研究者との交流が不可欠であると考えた。と
くに問題を以前から共同で追及してきた、連
携研究者の高橋正郎氏や古賀勇氏との議論
が非常に重要であった。 
（２） 研究成果を発表し、さまざまな分野
の研究者との議論の機会を増やすことも重
要であった。特に海外の研究者に触発された
アイディアが本研究には多いことから、引き
続き海外の研究者と直接的、間接的に議論し
ていくことも重要であった。 

 
 
４． 研究成果 
（１）拡張された do Carmo-Wallch 理論のさ
らなる一般化、すなわち定義域が一般のコン
パクトリーマン多様体である場合の定式化
を与え、これを証明することができた。この
一般化では、ケーラー多様体から複素グラス

マン多様体への正則写像の場合には、得られ
た方程式はゲージ群の作用に対する運動量
写像として説明できることも解明できた。ま
た、研究代表者の導入したグラスマン多様体
への写像に対するゲージ同値性によるモジ
ュ ラ イ 空 間 の 記 述 が 拡 張 さ れ た do 
Carmo-Wallach 理論の帰結であるが、ホロノ
ミー群内における中心化群の作用を考慮す
れば、先行研究で用いられてきた像同値性に
よるモジュライ空間の記述も可能であるこ
とがわかった。 
（２）（１）の具体的成果として、複素射影
直線から複素射影空間内の複素2次超曲面へ
の正則等長写像の像同値性によるモジュラ
イ空間の記述が得られた。ゲージ同値性によ
るモジュライ空間はケーラー構造を持って
いたが、ホロノミー群の中心化群はそのモジ
ュライ空間にケーラー構造を保つように作
用しており、その作用による商空間が像同値
性によるモジュライ空間となるのである。そ
の結果、運動量写像によるケーラー商を利用
することにより、像同値性によるモジュライ
空間はケーラー部分多様体による葉層構造
をもつことが解明できた。この葉層構造の存
在を指摘できたことは、この理論の強みであ
ると思われる。 
（３）複素射影直線から複素ベクトル空間内
の2次元部分空間からなる複素グラスマン多
様体への同変正則写像の分類問題を研究し
た。この問題は、写像の同変性という性質か
ら、ある条件を満たす群の軌道の分類に帰着
されるので、この観点から、すでにいくつか
の先行研究が存在していた。しかしグラスマ
ン多様体の次元が高い場合には、組み合わせ
の問題が複雑になり、分類が完成されていな
かったのである。そこで、ベクトル束に注目
し、複素射影直線上の階数 2のベクトル束の
不変接続の分類に問題を帰着させることに
成功した。この不変接続の分類では層の理論
が有効に使われる。その結果、不変接続のゲ
ージ同値類は0以上の実数全体と同一視でき
ることが証明された。この中で、正則写像に
よって誘導される不変接続を決定すること
が次の課題となった。このとき、正則写像の
場合には、研究代表者の定義した平均曲率作
用素が、正則ベクトル束の平均曲率作用素と
一致し、したがって、曲率を計算することに
よって求められることがわかる。すると平均
曲率作用素が非正の対称作用素であること
から、写像によって誘導される不変接続に対
する必要条件が得られる。これが十分条件で
あることを示すことに成功した。そのモジュ
ライ空間はある層係数コホモロジー群のト
ーラス作用による商空間とみなせるので、L2
内積により自然なトポロジーが導入される。
そこで、モジュライ空間のコンパクト化を考
察すると、「直和型」と「退化型」の写像が
得られることも理解できた。 
（４）複素射影空間内の複素超曲面の内、複
素射影空間のキリングベクトル場の制限が



またその超曲面のキリングベクトル場にな
るような超曲面を求める問題を考察した。全
測地的超曲面がこの性質を持つことは明ら
かであるが、それ以外にそのような超曲面が
存在するのかどうかを決定することが問題
となった。この問題も正則性を利用すること
により、次数が 2以下の超曲面を考察すれば
よいことがわかる。次数が１の場合は全測地
的な場合なので、次数が２の場合が問題とな
る。この場合、誘導計量の完全な分類を得る
ことに成功した。その結果、ほとんどの誘導
計量はキリングベクトル場を許容しないが、
誘導計量のなす空間の境界に現れる計量は
キリングベクトル場を許容するという結果
を得た。 
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