
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０４

基盤研究(C)（一般）

2016～2014

カンドル理論とはめ込み理論を用いたローズマン変形の研究

Study of Roseman moves using quandle theory and immersion theory

７０４４８９５０研究者番号：

田中　心（Tanaka, Kokoro）

東京学芸大学・教育学部・准教授

研究期間：

２６４０００８２

平成 年 月 日現在２９   ６ １９

円     3,600,000

研究成果の概要（和文）：曲面結び目図式のローズマン変形の独立性に関する研究を行った. まず, はめ込み理
論を用いて, ブランチ点に関する変形の独立性を明らかにした. 具体的には, ブランチ点のない球面結び目図式
のペアで, ブランチ点に関わる変形が必ず現れるものを構成した. 次に, カンドル理論を用いて, 三重点に関す
る変形の独立性を明らかにした. 具体的には, 三重点のない球面結び目図式のペアで, 三重点に関わる変形が必
ず現れるものを構成した. 

研究成果の概要（英文）：We studied independence of Roseman moves for surface-knot diagrams. Firstly,
 using immersion theory, we shed light on independence of Roseman moves including branch points. 
More pricisely, we constructed a pair of two 2-knots such that any sequence of Roseman moves between
 them contains branch points. Secondly, using quandle theory, we shed light on independence of 
Roseman moves including triple points. More pricisely, we constructed a pair of two 2-knots such 
that any sequence of Roseman moves between them contains triple points. 

研究分野：数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
同じ曲面結び目を表す二つの図式は, ロー
ズマン変形と呼ばれる七種類の局所変形で
移りあうことが知られている. つまり, 曲面
結び目の図式的な性質を調べるには, ローズ
マン変形の深い理解が重要である. そこで本
研究課題では, ローズマン変形各々が持って
いる性質の解明を目指すことにした. 具体的
には, 同じ曲面結び目を表す二つの図式でブ
ランチ点(or 三重点)を持たないものに対し, 
それらをつなぐローズマン変形の中にブラ
ンチ点(or 三重点)が現れるかどうかという問
題を扱うことにした. それぞれの問題に関し
て, 研究開始当初の背景は, 以下の通りであ
った.  
 
(1) ブランチ点に関しては, 佐藤進(神戸大
学)氏による結果が知られているだけの状況
であった. 具体的には, ブランチ点に関わる
変形が必ず現れる「ブランチ点のない図式の
ペアで, 種数が正のもの」が構成されていた. 
また, 証明の中では, 種数が正であることが
本質的に用いられており, 球面結び目に対し
てそのような例を構成するのは困難な状況
であった.  
 
(2) 三 重 点 に 関 し て は , Michal 
Jablonowski(University of Gdansk)氏によ
る結果が知られているだけの状況であった. 
具体的には, 三重点に関わる変形が必ず現れ
る「三重点のない図式のペアで, 種数が正の
もの」が構成されていた. また, 証明の中で
は, 種数が正であることが本質的に用いられ
ており, 球面結び目に対してそのような例を
構成するのは困難な状況であった. 
 
２．研究の目的 
以上の背景を踏まえ, 球面結び目に対する
「ローズマン変形の独立性」の考察を目的と
した. 具体的には, 以下の二つを目的とした.  
 
(1) ブランチ点のない球面結び目図式のペア
で, ブランチ点に関わる変形が必ず現れるも
のを構成する.  
 
(2) 三重点のない球面結び目図式のペアで, 
三重点に関わる変形が必ず現れるものを構
成する. 
 
３．研究の方法 
以上の目的を踏まえ, 代数的手法(カンド
ル・ラック理論など)や幾何的手法(埋め込
み・はめ込み理論など)を用いて研究を行った. 
具体的には, 以下の方法で研究した.  
 
(1) Smaleによる「球面の裏返し」には, 四面
体変形が奇数回現れることを示した. 議論の
過程では, 4 次元空間内の余次元 1 のはめ込
みや, 5 次元空間内の余次元 2 の埋め込みな
どの幾何的な状況を考察した. その応用とし

て, ブランチ点のない球面結び目図式のペア
で, ブランチ点に関わる変形が必ず現れるも
のを構成した.  
 
(2) カンドルの公理を崩した新しい代数系を
定義し, 三重点に関わる変形で変化し得る図
式の不変量を得た. その応用として, 三重点
のない球面結び目図式のペアで, 三重点に関
わる変形が必ず現れるものを構成した. 
 
４．研究成果 
以上を踏まえ, 本研究課題の成果を述べ
る. なお, (1)と(2)は当初想定していた成果
に近く, (3)から(6)は派生して得られた成果
である.  
 
(1) ブランチ点に関するローズマン変形に
関して, はめ込み理論が有力な道具である
ことが分かった. 具体的には, 球面の裏返
しが, 曲面結び目図式のローズマン変形の
列には持ち上がらないことを証明した. ま
た, 任意の(ブランチ点のない)球面結び目
図式に対して, 同じ球面結び目を表す(ブラ
ンチ点のない)図式で, それらのローズマン
変形列の中にブランチ点に関わる変形が必
ず現れるものを構成した. これは, 高瀬将
道(成蹊大学)氏との共同研究である.  
 
(2) 三重点に関するローズマン変形に関し
て, カンドル理論が有力な道具であること
が分かった. 具体的には, 任意の(三重点の
ない)球面結び目図式に対して, 同じ球面結
び目を表す(三重点のない)図式で, それら
のローズマン変形列の中に三重点に関わる
変形が必ず現れるものを構成した. また, 
球面結び目図式のペアで, 四面体変形が必
ず現れる図式のペアを構成することもでき
た. これは, 大城加奈子(上智大学)氏・河村
建吾(大阪市立大学)氏との共同研究である.  
 
(3) チャート理論を用いたLefschetzファイ
バー空間の研究を行った. 具体的には, チ
ャートの言葉で符号数を計算する公式を得
た. また応用として, ファイバー和に関す
る安定化定理を得た. チャート理論を援用
することで, 自己交叉数の等しい切断の存
在を仮定しなくてもよくなることは, 本研
究の特筆すべき点である. これは, 遠藤久
顕(東京工業大学)氏・鎌田聖一(大阪市立大
学)氏・長谷川功(厚生労働省)氏との共同研
究である.  
 
(4) Khovanovホモロジーについて成果を得た. 
Bar-Natan は, Khovanov ホモロジーの幾何的
定式化を行い, その中で三種類の局所関係
式を定義した. それらの局所関係式は, 
Khovanovが用いたFrobenius代数が満たす代
数的な関係式を, 幾何的に言い換えたもの
と捉えられる. 本研究では, 三種類の局所
関係式のうち, トーラス関係式が不要であ



ることを示した. これにより, より広い圏
で不変量を定義できるようになったが, ど
の程度強くなったのかについては今後の課
題である.  
 
(5) カンドルの公理から「結び目の枠」に関
する性質を落とした代数系として, ラック
が知られていた. ラックを用いて曲面結び
目図式の彩色を考えても, 図式がブランチ
点を持つと自明な彩色しか持たない. 一方
で, S^1 の 2 次ホモトピー群が消えているこ
とから, 球面結び目の枠は一意的であるこ
とが知られていた. つまり, 球面結び目に
限れば, ラックを用いた不変量が構成でき
てもおかしくない状況であった. 本研究で
は, 実際にその推察が正しいことを示した. 
具体的には, ブランチ点を持たない図式の
みを考えることにより, ラック彩色数は球
面結び目の不変量であることを示した. ま
た, ラック彩色数を用いて, (正種数の)曲面
結び目図式のペアで, ブランチ点に関わる
変形が必ず現れる図式のペアを構成するこ
ともできた. これは, 大城加奈子(上智大
学)氏との共同研究である.  
 
(6) カンドルコサイクル不変量について成
果 を 得 た . 具 体 的 に は , 
Carter-Elhamdadi-Saito らによって定義さ
れた「ねじれカンドルコサイクル不変量」と, 
Cheng-Gao らによって定義された「正カンド
ルコサイクル不変量」の両者を, 影カンドル
コサイクル不変量として統一的に解釈する
方法を与えた. これは, 鎌田聖一(大阪市立
大学)氏・Victoria Lebed(Trinity College 
Dublin)氏との共同研究である.  
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