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研究成果の概要（和文）：X, Yは複素多様体または実代数多様体とするとき, X, Yが複素多様体のときには, X
からYへの正則写像のなす空間をHol(X,Y)とおき, X, Yが実代数多様体のときには, XからYへの多項式で表現さ
れる代数的写像のなす空間をAlg(X,Y)とおく.
このとき, 本研究では, XからYへの連続写像全体のなす無限次元空間Map(X,Y)を, その部分空間Hol(X,Y) また
は部分空間Alg(X,Y)でどの次元までそのホモトピー型を近似できるかを考察する問題(Atiyah-Jones-Segal予
想）を考察する.  とくに, G.Segalの有利関数の位相に関する結果の一般化も考察する.

研究成果の概要（英文）：For complex manifolds X and Y (resp. real algebraic varieties X and Y), let 
Hol(X,Y) (resp. Alg(X,Y)) denote the space of holomorphic maps (resp. algebraic maps represented by 
polynomials) from X to Y.  In this situation, we consider the inclusion map from Hol(X,Y) or Alg(X,
Y) into the space Map(X,Y) of all continuous maps from X to Y, and we would like to investigate what
 dimension this inclusion map approximates the infinite dimensional space Map(X,Y). This problem is 
called the Atiyah-Jones-Segal conjecture. In particular, in this research  we  generalize the result
 of G. Segal concerning to the space of rational functions.

研究分野： 幾何学（トポロジー）
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1. 研究開始当初の背景
一般に,位相空間X, Y に対して, XからY への連
続写像 f : X → Y 全体のなす写像空間Map(X,Y )

は無限次元位相空間であり巨大であるためそのホモ
トピー型を調べるのは困難である. そこで,位相空間
X, Y として, 複素多様体 (complex manifold) また
は,実代数的多様体 (real algebraic variety)に制限し
て考えることとする. この場合には, Map(X,Y )に
は, これより十分小さな次のような部分空間が含ま
れている. 例えば, X,Y が複素多様体の場合には, X

からY への正則写像全体のなす部分空間 Hol(X,Y )

が含まれる．同様に, X, Y が実代数的多様体の場合
は, X から Y への（多項式で表現される)代数的写
像全体のなす部分空間Alg(X,Y )が含まれる. この
場合, 自然な発想として, 包含写像 i : Hol(X,Y ) →
Map(X,Y ) または, j : Alg(X,Y ) → Map(X,Y )

を考えるとき, この写像によって, どの程度（どの
次元）までMap(X,Y )のホモトピー型が近似でき
るかを調べることを考える. 例えば, X がコンパク
トリーマン面 (複素１次元多様体）で, Y が対称性
の高い複素多様体の場合は, この問題は, 数理物理
学のシグマモデルとも密接に関連し Atiyah-Jones-

Segal型予想問題と言われ重要であることが知られ
ている. さらに, Gromovの提唱した H-原理とも
この問題は関連していることが知られている. 以上
が, 本研究の研究当初の背景にある事実である.

2. 研究の目的
上記の理由により, 以下 X, Y を複素多様体 ま
たは, X, Y は実代数多様体とする. とくに, 一番基
本的な場合として, 本研究では, X = RPm (m次元
実射影空間) またはX = CPm (m次元複素射影空
間)の場合を取り扱うこととする.

(i) X = RPm のときには, Y を実代数多様
体として自然な包含写像 j : Alg(RPm, Y ) →
Map(RPm, Y ) を考えると, うまく実代数多様体
の構造を取り替えると写像 j はホモトピー同値で
あることが証明される. 代数的写像全体の空間
Alg(RPm, Y ) は多項式の総次数から自然な filtra-

tion が入るので実特異点論の応用として得られる
Vassiliev型 spectral sequenceを利用してこの場合
に, Atiya-Jone-Segal型予想が成り立つかを調べる
ことを第１の主要目的とする.

(ii) X = CPm のとき, Y を複素多様体として自
然な包含写像 i : Hol(CPm, Y ) → Map(CPm, Y )を
考える. このとき, (i)と同様にして, 写像 iに対し
て, Atiya-Jone-Segal型予想が成り立つかを調べる
ことを第２の主要目的とする.

(iii) 最近, B.Farb-J.Wolfson 達の研究によって,

Y が適当な条件を満たす non-singular トーリック
多様体 Y =のときには, Hol(CP1, Y )に関連する,

Y に対応する扇 (fan) Σから定まる resultant(一般
化された集結式)の空間 Poly(Σ)を考えると, この
空間に対して, (ii)のある種の類似結果が成立する
ことが予見される. この一般化を考えることを第３
の目的とする.

3. 研究の方法
この研究課題の主要な問題は, 代数的トポロジー

(algebraic topology) に属する. しかし, 問題とな
る空間（図形）X や Y は, 代数幾何学の圏に属す
るため, 普通のトポロジーの道具は使いにくい欠点
がある. そこで, 本研究では主に, 実特異点論では
よく知られた (Arnoldによって導入された) simpli-

cial resolutionから導入される Vassiliev型 spectral

sequence を用いて対象となる空間のホモロジー群
の計算を行う方法が主流になる. さらに, 部分空間
Alg(RPm, Y )やHol(CPm, Y )は, 整数mが小さい
ときは,ラベル付き配置空間 (labelled configuration

space)と密接に関連するので, G. Segalによって開
発された顕微鏡写像 (scanning map)も利用して上
記問題 (i), (ii), (iii)を考察する事が, 研究方法の概
要である.

なお上記の Atiyah-Jones-Segal 予想に関する問
題は, ラベル付き配置空間や代数幾何学と密接に関
連するため, 各研究分担者には以下の協力をお願い
した.

・代数的写像の空間 Alg(X,Y )の位相は, ラベル
付き配置空間の位相と密接に関連するので, 島
川教授にはそのサポートをお願いした.

・正則写像の空間 Hol(X,Y )の位相の関連と Y

がトーリック多様体の場合には, 代数幾何学の
専門家の大野准教授には, 色々と代数幾何学に
ついて教えていただいた.

・Atiyah-Jones-Segal予想問題はもともと, モー
ス理論が関連するので, geometric topology の
専門家の山田教授には,その方面でサポートい
ただいた.

・さらに, モース理論に関連して, 無限次元モー
ス理論と調和写像の幾何学については, 調和写
像の第１人者のGuest教授に助けてもらった.

また, Guest教授には, 顕微鏡写像に関する不
明な点にも相談させていただいた.

4. 研究成果
研究代表者, 研究分担者の順で箇条書きで述べる.

・研究代表者は,写像空間に関するAtiyah-Jones-

Segal型予想問題を研究してきた.

平成２６年度は, X と Y が実代数的多様体の
とき, 多項式で表現されるX から Y への代数
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的写像 (正則写像)のなす空間Alg(X,Y )が,対
応する連続写像全体のなす無限次元写像空間
Map(X,Y )をどの程度の次元までそのホモト
ピー型を近似するかを研究した. とくに, A.

Kozlowski 教授 (Warsaw 大学) と大野准教授
(電通大)との共同研究で, X がm次元実射影
空間RPmで、Y が非特異コンパクトトーリッ
ク多様体 Y の場合にこの近似次元を, Y の扇
(fan)Σの組合せ構造から具体的に決定するこ
とに成功した (論文 [4]参照).

平成２７年度は, X が複素 1 次元射影空間
CP1 で, Y が非特異トーリック多様体の時に
有限次元空間 Hol(CP1, Y ) が, 無限次元空間
Map(CP1, Y ) のホモトピー型をどの程度 (ど
の次元まで) まで近似するかを研究した. その
結果, 以前に, Guest教授 (早稲田大学)と Ko-

zlowski教授との共同研究で得られた複素射影
空間のコンパクトでないあるトーリック部分多
様体の familyについて得られたホモトピー安
定性の次元の改良に成功した. この結果の証明
では, scanning mapに関して, Guest教授から
有益なアドバイスが役だった. (論文 [3]参照)

さらに, この研究をより一般のトーリック多様
体に拡張する試みも行った. とくに, Y がコ
ンパクトでない場合に, Atiyah-Jones-Segal型
定理が成り立つための条件を, Kozlowki教授
との共同研究で考察し, これが成り立つ適切
な条件を見つけることに成功した. (論文 [2],

arXiv:1803.02154 参照)

また, 研究代表者は, 平成２８年度 ∼ ２９年
度には, 関連して resultant(一般化された終結
式)の空間のホモトピー型の研究も行い, 複素
射影空間の模型から定義される resultantの空
間 Polyd,mn のホモトピー型を完全に決定する
ことに成功した. この結果により, 従来まで知
られていた, G. Segalの有利関数の空間の結果
(Acta Math. (1979)) や, F.Cohen-R.Cohen-

Mann-Milgram の結果 (Acta Math. (1991))

の結果の一般化にも成功した. (論文 [1], [2]

参照)

・４次元多様体の研究分担者は,平成２６年度は,

例外的手術から構成される 4次元多様体の研
究を継続した. 特に，Mazur の 2成分絡み目
とその一般化に注目し，意外に多くの具体例
を発見したのでその分析を多項式不変量など
の観点から試みた. さらに, 平成２７年度には,

例外的手術に関する情報数理的な結果を利用
して, 4次元多様体の構造改変に関するMazur

linkの Dehn手術全ての幾何構造を決定し, 幾
何構造の分布の地理的考察を行った.

引き続き, 平成２８年度には, レンズ空間手術
と 4次元多様体の関わりに関して, ヒーガード
フレアー理論 (Hegaard Floer theory) に由来
する「changemaker」の概念とディバイド表示
の関連研究を開始し, 典型的な具体例と今後の
展望について研究集会で講演した. 最後に, 平
成２９年度は, 例外的デーン手術を利用して４
次元多様体を構成する観点から, 可縮だが球体
ではない４次元多様体を与えることで知られ
る特殊な２成分絡み目の族について, 整数係数
手術の中での例外的デーン手術の分布につい
て考察した. (論文 [9], [10]参照)

・代数幾何学担当の研究分担者は, 平成２６年度
には, 射影空間上の第 1 チャーン類が 2 のネ
フなベクトル束，および，非特異 2次超曲面
上の第 1チャーン 類が 1のネフなベクトル束
について研究し，Peternell-Szurek-Wisniewski

の分類の別証明を得た. さらに, 平成 26年度の
結果を進展させて, 平成２７年度には, 射影空
間上のネフ (nef)なベクトル束と 2次曲面上の
ネフなベクトル束に関するいくつかの新しい
分類結果を得ることに成功した. 平成 28年度
には，平成 27年度に引き続き, 完備な強い意
味での例外ベクトル束列をもつ非特異射影 多
様体上のネフなベクトル束について研究した.

とくに, 射影空間上の第 1チャーン類が 3で第
2チャーン類が 8のネフな (代数的)ベクトル
束を、極小自由分解によるわかりやすい記述
を与えることで分類した. また, 平成２９年度
は，射影空間上の第１チャーン類が３のネフな
ベクトル束を，（以前から残っていた場合，特
に第２チャーン類が９の場合を含めて）分類す
ることに成功した．証明の過程で，そのような
ベクトル束がいつ大域生成になるかについて
も決定した．(論文 [10], [11]参照)

・微分空間の位相とラベル付き配置空間 (config-

uration space)の研究分担者は, 平成２７年度
は, 微分空間の圏における写像空間や配置空間
のホモトピー型を調べるための基本的な手段
を与えるスムース・ホモトピー論について研究
を進めた. とくにそれらが位相空間の圏にお
けるホモトピー論と本質的に一致する圏のモ
デル構造が Quillen同値であるという形で証明
することに成功した. 平成２８年度は, 滑らか
な多様体間の写像に関するWhitney近似定理
を，微分空間の圏において定義される滑らかな
セル複 体間の写像に一般化することに成功し，
その結果を用いて，微分空間の圏のモデル構
造と位相空間のそれとの間にQuillen同値が存
在することを示した. 最後に, 平成２９年度は,
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滑らかな多様体の間の写像に関するWhitney

近似定理を,微分空間の圏 (category)において
も定義される滑らかなセル複体の写像に一般
化することに成功した. その結果, これを用い
て, J.H.C.Whiteheadの定理および de Rham

の定理が微分空間の圏でも成立することが証
明できた. (論文 [21]参照)
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