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研究成果の概要（和文）：研究代表者・藤井道彦は、２以上の自然数 p と q を与えると定まる群 G(p,q) に対
して、群 G の球面的増大級数 SZ および測地的増大級数　GZ の研究を行った。
得られた主な研究成果は次の３つである。(1) G(p,q) の元の代表元が測地的であるための必要十分条件を記述
した；(2) SZ の有理関数表示を与えた；(3) G(p,q) のすべての測地的代表元を受理するオートマトンの構築に
成功し、GZ の有理関数表示を与えた。

研究成果の概要（英文）：The head investigator Fujii obtained several results concerning the growth 
series for a group G(p,q),
which is determined if arbitrary integers greater than or equal to two, p and q, are given.
First, Fujii described a necessary and sufficient condition for a representative of an element g of 
G(p,q) to be shortest among all representatives of g. Next, Fujii gave a rational function 
expression for the spherical growth series for G(p,q). Moreover, Fujii constructed a finite state 
automaton which accepts all of the shortest representatives of G(p,q), and obtained a rational 
function expression for the geodesic growth series for G(p,q).

研究分野：位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
サーストンが双曲群の増大級数の有理関数
表示問題を提起して以来、様々な条件のもと
で双曲群の増大級数の有理関数表示に関す
る研究が、特にヨーロッパと米国の研究者を
中心として行われてきた。その後、エプシュ
タインが一般の離散群に対してもこの３次
元ザイフェルト多様体の基本群の場合に、３
次元ザイフェルト多様体の基本群の場合に、
問題を広げると、さらに離散群の増大級数に
関する研究が盛んに行われるようになった。
研究開始当初は、離散群の中でもブレイド群
を始めとするアルティン群の増大級数が有
理関数表示を持つかどうか、という問題意識
のもとで、様々な角度からアルティン群の増
大級数の研究が行われていた。特に、マイレ
ッセとマテウスによって、二面体型アルティ
ン群の増大級数の具体的な有理関数表示が
求められたことが専門家の間では注目を集
めていた。また、本研究の連携研究者・斎藤
恭司による、アルティン・モノイドの増大級
数に関する研究も数論的観点からみると重
要なものであった。一方、曲面の写像類群に
関しては、モッシャーによって、写像類群が
オートマティック構造を持つことが示され
ていたが、写像類群の重要性の割には、その
増大級数に関する研究は国内外でもあまり
なされていないという状況であった。以上の
ことから、アルティン群や写像類群を始めと
する幾何的に重要な離散群に関して、その増
大級数に関する研究を進めていくことは重
要であると考えられていた。 
 
２．研究の目的 
 
有限生成な離散群 G に対して、有限生成系 
Γ を１つ選び、群 G の Γ に関するケーリ
ー・グラフを考える。本研究では、ケーリー・
グラフのトポロジーを考察し、群 G の測地
的代表元を求めることによって、G の弱測地
的オートマティック構造を構築し、G の球面
的および測地的増大級数の有理関数表示を
求めることを目的とした。特に、幾何的に重
要な群とそれに関連する群に的を絞って研
究した。また、不変量を始めとする幾何的情
報と増大級数の関係を探究することも目的
とした。 
 
３．研究の方法 
 
（１）研究代表者・藤井道彦は、連携研究者・
佐藤隆夫および斎藤恭司と共同で、組み合わ
せ論および数論的手法を用いて、アルティン
群の増大級数に関する研究を行った。 
（２）藤井は、研究分担者・上正明と共同で、
トポロジー、幾何学的群論および代数的手法
を用いて、３次元ザイフェルト多様体の基本
群の場合に、増大級数の研究を行った。また、
３次元ザイフェルト多様体の不変量と増大

級数の関連も探究した。 
（３）藤井は、連携研究者・河澄響矢と共同
で、トポロジー、双曲幾何および代数的手法
を用いて、曲面の写像類群の場合に、その測
地的代表元の研究およびオートマティック
構造の研究を行った。 
 
４．研究成果 
 
（１）研究代表者・藤井道彦は連携研究者・
佐藤隆夫とともに、二面体群型のピュア・ア
ルティン群 P について、群 P の測地的増大
級数 GS の増大率 τ（GS の収束半径の逆
数）がある数論的性質（すなわち τ がピソ
数であるという性質）を持つことを数論的手
法を用いて証明した。ケラーハルス教授（ス
イス・フリブール大学）がある種のコグゼタ
ー群の増大率がペロン数（ピソ数ならペロン
数である）であろうと予想している。この研
究成果は、より広範囲の群についてもその予
想が成り立つことを示唆する重要な例とな
っている点で、増大度を研究する専門家の中
ではインパクトを与えるものとなった。 
（２）藤井は、２以上の整数 p と q を与え
ると定まる、２つの無限巡回群の融合積とな
る群 G(p,q) について、詳細に研究した。具
体的に得られた研究成果は次のものである。 
○1  群 G(p,q) に対するポジティブ・モノイ
ド G(p,q)+ が G(p,q) に自然に単射で埋め
込めることを示した。証明でポイントとなる
のは、ブリースコーンと斎藤が有限型アルテ
ィン群に対してポジティブ・モノイドの元の
キャンセラティビティを示したのと同様の
議論が群 G(p,q) についても行える点であ
る。 
○2  ポジティブ・モノイド G(p,q)+ に関して、
増大関数の係数の満たすべき漸化式を求め
て、それを用いて G(p,q)+ の増大関数の有
理関数表示を求めた。 
○3  群 G(p,q) の幾何的および代数的な観点
から最も自然な有限生成系を Γ とする。本
研究では、群 G(p,q) の元の代表元が Γ に
関して測地的であるための必要十分条件を
与えた。幾何学的群論の観点からみると、こ
こで与えた条件は、２００６年にマイレッセ
とマテウスが二面体型アルティン群の場合
に与えた必要十分条件を一般化したものと
なっている。さらに、マイレッセとマテウス
の条件が１次元的であるのに対して、本研究
での条件は２次元的である。この点でこの研
究成果から新たな知見を得られるので、この
研究は意義深いと思われる。 
○4  さらに、群 G(p,q) の元がただ一つだけ
測地的代表元をもつための必要十分条件が
得られた。この条件は、２００６年にマイレ
ッセとマテウスが二面体型アルティン群に
対して与えたものと類似する条件である。 
○5  ○4 で得られた必要十分条件を用いて、群 
G(p,q) の各元に対して丁度一つだけ測地的
代表元を取り出す方法を考案した。その結果、



群 G(p,q) の測地的オートマトン（ワードア
クセプター）を構築できた。 
○6  ○5 で構築した測地的オートマトンを用い
て、群 G(p,q) の球面的増大級数 S の計算
を実行し、球面的増大級数 S の有理関数表
示を得られた。１９９２年にエドジュベット
とジョンソンによって p=q の場合、１９９
４年にシャピロによって (p,q)=(2,3) の場
合に G(p,q) の球面的増大級数 S の有理関
数表示が得られていたが、本研究成果は、彼
らの結果をすべての (p,q) に場合に一般化
したものであり、群 G(p,q) の幾何群論的研
究においてインパクトがあるといえる。また、
２０１３年に田村、中川および山下によって、
本研究で扱っている有限生成系 Γ とは異
なる有限生成系 Λ に関する、群 G(p,q) の
球面的増大級数の有理関数表示が得られて
いるが、本研究で考えている有限生成系 Γ 
の方が Λ よりも幾何的にも代数的にも自
然な点で、本研究での研究成果は意義がある。 
○7  群 G(p,q) の球面的増大級数 S の有理
関数表示を求めるプログラムを数式処理シ
ステム（Mathematica）を用いて作成した。
このプログラムを計算機上で実行すると、2
以上の整数 p および q を与えると瞬時に 
S の有理関数表示を得られる。この点で、こ
のプログラムは大変有用である。 
○8  群 G(p,q) のすべての測地的代表元を受
理するオートマトンの構築に成功し、群 
G(p,q) の測地的増大級数 GS の有理関数表
示が得られた。群 G(p,q) に関して、すべて
の測地的代表元を捉えることはこれまで難
解と思われており、測地的増大級数 GS に関
する研究が行われたことはなかった。その点
で、本研究成果は画期的といえる。 
○9  今後の展望としては、群 G(p,q) の球面
的増大級数 S および測地的増大級数 GS の
有理関数表示の分母の多項式を複素解析的
および数論的な視点から考察することによ
って、 S および GS の増大度の幾何的およ
び数論的性質を探究することが重要と考え
られる。群 G(p,q) は、３次元ザイフェルト
多様体 M(p,q) の基本群であるので、多様体
論の観点から、種々の位相不変量と S およ
び SG の増大度との関係性を研究すること
も今後の研究課題となる。 
（３）研究分担者・上正明は、ザイフェルト
有理ホモロジー３球面と呼ばれる３次元多
様体のクラスに対して、ミュー・バー不変量
をエータ不変量で表すことに成功した。この
ことは、３次元ザイフェルト多様体について
は、古典的な位相不変量を幾何的に重要な解
析的な不変量を用いて表現できることを示
しており、本研究は３次元多様体の不変量に
関して新しい知見を与えるものである。今後
の展望としては、３次元ザイフェルト多様体
の様々な不変量と増大級数との関連を解明
することが重要であると考えられる。 
（４）連携研究者・佐藤は、自由群の自己同
型群の降下フィルトレイションとアンドレ

アダキス-ジョンソン・フィルトレイション
との差を調べることによって、ジョンソン-
森田理論の類似の理論が構築できることを
考察し、Fricke 指標環を用いる場合には、自
由群の自己同型群の新たな降下フィルトレ
イションが得られることを証明した。今後は、
新たな表現論の構築をすることによって、本
研究で考察した行列群に対して、最高ウェイ
ト理論を確立することを目的として、研究を
進めていきたい。 
（５）連携研究者・河澄響矢は、ゴールドマ
ン-トゥラエフ-リー双代数の形式表示をも
とにして、任意のコンパクト曲面について柏
原-ヴェルニュ問題を定式化した。特に、ト
ゥラエフ余括弧積に由来するジョンソン準
同型像の制約条件が、榎本-佐藤・トレース
によるものと同値であることを証明した。今
後は、ゴールドマン-トゥラエフ-リー双加群
を、形式的シンプレクティック幾何へ応用す
ることを考えている。 
（６）連携研究者・斎藤恭司は、増大級数の
概念を一般化して、ある種のモノイドに対し
て、擬増大級数という概念を導入して、具体
的に擬増大級数の有理関数表示を求めた。今
後は、幾何的および数論的な観点から、擬増
大級数に関する研究を進めていきたいと考
えている。 
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