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研究成果の概要（和文）：1945年にMarkovによる提起された連結位相群の代数的な構造に関する予想が可換群に
おける成り立つことを証明した。small subgroup generating propertyをもつ可換位相群の代数的な構造を解明
した(Comfort-Gouldの問題の完全解決)。整数群の連続体濃度の乗は回帰的位相群でない可算自由閉部分群を含
むことを示した。selectively sequentially pseudocompactな空間の概念を導入し、このクラスの性質を研究し
た。弱疑コンパクト全有界位相群が疑コンパクトであることを示した(Tkachenko の問題の肯定的解決)。

研究成果の概要（英文）：We confirm 70 years old conjecture of Markov concerning the algebraic 
structure of connected groups in the class of abelian groups. Answering a question of Comfort and 
Gould, we completely describe the algebraic structure of abelian topological groups having the small
 subgroup generating property. We construct a countable free closed non-relexive subgroup in the 
product of continuum many integers. We introduce a notion of selectively sequentially pseudocompact 
space and study basic properties of this new subclass of pseudocompact spaces. Answering a question 
of Tkachenko, we prove that a weakly pseudocompact precompact group is pseudocompact. 

研究分野：位相群論
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１．研究開始当初の背景 
 (1) Choquet により、Hausdorff 位相群 G
が minimal であるとは Gから Hausdorff 位相
群へのすべての全単射及び準同型写像は開
写像であること。コンパクト群は minimal で
ある。Prodanov, Stoyanov (1984)は minimal
可換群の完備化はコンパクト群であること
を 証 明 し た 。 Kaplansky, Harrison, 
Hulanicki (1950s)はコンパクト群位相を導
入できる可換群の代数的構造を解明した。
Dikranjan, Shakhmatov は疑コンパクト群位
相をもつ可換群の特徴づけを得た。可算コン
パクト群位相を導入できる可換群の代数的
構造は不明である。  
 (2) Markov (1946) により、群 G上のある
Hausdorff 群位相での稠密な部分集合を G の
稠密可能な部分集合(potentially dense 集
合)と呼ぶ。Markov (1946) は稠密可能な部
分集合の特徴付け問題を提出し、可算群の場
合はこの問題を解決した。 Tkachenko, 
Yaschenko (2002) はねじれなし可換群の稠
密可能な部分集合の特徴付けを得た。
Dikranjan, Shakhmatov (2010)は Markov の
問題を可算部分集合の場合及び各種の非可
算部分集合の場合は解決した。 
 (3) S を可換群 G の部分集合とする。
Markov (1946)による、ある元 g∈G と自然
数 n が存在して、Sは方程式 nx=g をみたす
Gの要素 x の全体集合と一致するとき、S を 
G の基本代数的集合と呼び、有限個の基本代
数的集合の和集合を G の代数的集合という。
S を含む代数的集合全体の族の共通部分を 
S の G での代数的閉包という。  
 (4) コンパクト群 Gの部分集合 Xが Gの単
位元 1に収束する超点列であるとは Xは Gの
閉集合で X-{1}は離散集合であることをいう。
1 に収束する超点列 X が G の稠密部分群を生
成するとき、X を G の suitable set という。
この概念は離散群の階数(rank)の位相群的
アナログとして Hofmann, Morris (1990)によ
る導入された。位相群 Gの suitable set を G
の最小の位相的生成集合として考えられる。
Hofmann, Morris (1990)はすべてのコンパク
ト群が suitable set をもつことを証明した。 
 
２．研究の目的 
 (1) 可換群上のコンパクト型群位相が存
在するための必要十分条件を得ること。  
 (2) 可換群での稠密可能な部分集合の特
徴付けを得ること。（Markov の稠密可能な部
分集合問題）  
 (3) 可換群の部分集合の代数的閉包をあ

るコンパクト型群位相での近似を得ること。  
 (4) 可換位相群の各種の閉包作用素に関
する稠密な部分集合の位相的性質を解明す
ること。  
 
３．研究の方法 
 (1) 海外共同研究者と日常的に電子メイ
ルで意見交換を行った。  
 (2) 海外共同研究者と年1回相互に訪問し、
共同研究を実施した。 
 
４．研究成果 
(1) 群 G の部分集合 S が G 上のすべての
群位相で閉集合であるとき, S を G の無条
件閉集合とよぶ.連結位相群 G のすべての真
部分群 H に対して G における H の左剰余
類全体の集合 G/H の濃度は連続体濃度 c 
以上であることが知られている. 従って, 
「位相群 G の真部分群 H が無条件閉集合
であるならば, G における H の左剰余類全
体の集合 G/H の濃度は連続体濃度 c 以上
である」 ことは, 群 G 上の連結群位相の存
在ための必要条件である. このことから, 
Markov （1945）は問題 「この条件は連結群
位相の存在ための十分条件でもあるか」を提
起した. Pestov (1988)と Remus (1990)は
Markov の問題を否定的に解決したが, 反例
になっていた群はすべて非可換であった. 
これを受け, Remus (1990)は問題「Markov の
予想は可換群に対して成り立つか」を提起し
た.  
 Kirku (1990)は, 有界な可換群 Gに対して
Markov の問題を肯定的に解決した. 本研究
では有界でない可換群 G に対しても Markov
の予想が成り立つことを示した. その結果
より, 連結群位相を導入可能な可換群の代
数的構造が明確になった.  
(2) 位相群 G が small subgroup generating 
property (SSGP)をもつとは, G の単位元の
すべての開近傍 U に対して, U に含まれる 
G の部分群全体の族が G の稠密部分群を生
成することである. この概念はGould (2009)
によって導入され, Comfort, Gould (2015)
により研究された.  
 可換群 Gの階数(rank)を r(G) で表すとき, 
基数 rd(G)=min{r(nG):n∈N} を G の可除階
数(divisible rank)とよぶ. 
① 無限可除階数をもつ可換群には, SSGP を
もつ群位相を導入できることを証明した.  
② 正かつ有限な可除階数をもつ可換群 G に
対して, SSGP をもつ G 上の群位相が存在す
るための必要十分条件を得た.  



 可除階数 0 の可換群は有界である. また, 
有界な可換群に対して SSGP をもつ群位相が
導入可能であるための必要十分条件は, 
Comfort-Gould, Gabriyelyanにより知られて
いる. 従って, 上の結果は Comfort, Gould 
(2015)の問題の可換群における完全解決で
ある. 即ち, ①と②の結果より, SSGP をもつ
群位相を導入可能な可換群の代数的構造が
明確になった.  
(3) 整 数 群 の 可 算 個 の 直 積 群 を
Baer-Specker 群とよぶ. Baer-Specker 群か
ら整数群への準同型写像全体の群に各点収
束位相を導入したものをGで表す. 本研究で
次を得た. 
① Gのコンパクト部分集合は有限集合のみで
あることを示した.  
② ①の結果を用いて G の２回双対群は離散
群であることを示した. G が離散でないこと
より, G は回帰的位相群でないことを得た.  
③ G は整数離散群Zの連続体濃度の積 Zc の
可算自由閉部分群でるため, Zc の可算閉部
分群は必ずしも回帰的位相群であるとは限
らないことを導いた. これによって Galindo, 
Recorder-Nunez, Tkachenko (2011)の問題を
解決した.  
④ G は離散群の射影極限であるため, その
極限は回帰的位相群になるとは限らないこ
とを得た. これはNegrepontis (1971)の論文
の一つの定理が成立しないことを指摘して
いる.  
(4) 可換位相群 Gの部分集合 Aに対して, 次
の 3 つの概念(無条件コーシー総和可能, 無
条件総和可能, 位相的独立)を導入した.  
① A が無条件コーシー総和可能であるとは, 
0 の任意の開近傍 U に対し, 有限集合 F 
が存在して, A-F が生成する G の部分群は 
U の部分集合であることをいう.  
② A が無条件総和可能であるとは, すべて
の整数値関数 z: A → Z に対して, G のある
元 g が存在して, G の添字集合 {z(a) a: 
a∈A} が g に収束する（すなわち, 0 の任意
の開近傍 U に対し, 有限集合 F が存在し
て, Σ{z(a) a: a∈A-F}∈g+U が成り立つ)
ことである.  
③ A¥subseteq G-{0} が位相的独立であると
は, 0 の任意の開近傍 W に対し, 0 の開近傍 
U が存在して, A の任意の有限部分集合 F 
と任意の添字集合 {za: a∈F} に対し, 
「Σ{za a: a∈F}∈U ならばすべての a∈F 
に対し, za a∈W 」が成り立つことをいう.  
 これらの概念を用いて, 次の結果を得た.  
④ k を無限基数とする. 可換位相群 G が k

個の自明でない位相群の直積（直和）と同型
な部分群をもつための必要十分条件は, G が
濃度 kをもつ位相的独立な無条件(コーシー)
総和可能部分集合を含むことである.  
⑤ 実数体 R を係数体とする線型位相空間 
V が可算個の R の直和と同型な部分空間を
もつための必要十分条件は, V が位相的独立
な無条件コーシー総和可能無限部分集合を
含むことである.  
⑥ 実数体 R を係数体とする線型位相空間 
V が可算個の R の直積 RN と同型な部分空
間をもつための必要十分条件は, 0 でない項
からなる V の点列 (xn) が存在し, すべて
の数列 (rn) に対し, 無限級数 Σrn xn が V 
のある点に収束することである.  
(5) 位相群の族 {Hi:i∈I} の直積群 H の部
分群 G は「族 {Hi:i∈I} の直和で近似化で
きる」ことを表す３つの概念を研究した. ま
た, これらの概念の符号理論との関係を明
確にした.  
(6) コンパクト群の部分群を全有界位相群
とよぶ. 次の 3つのクラスについて, 各種の
完備性について研究した. 
① 距離空間; 
② 可分距離付可能群の任意の直積; 
③ 全有界位相群. 
得られた結果を各点収束位相を導入される
Tychonoff空間Xから位相群 G への連続関数
全体の群 Cp(X,G) に応用した.  
(7) 位相空間 X が疑コンパクトであるとは, 
X 上の任意の実数値連続関数が有界である
ときをいう. 位相空間 Y の部分空間 X が 
Y で Gdelta-稠密であるとは, Y の可算個の開
集合の共通部分で表されるすべての空でな
い集合が X と交わることをいう. Tychonoff
空間 X が疑コンパクトであるための必要十
分条件は, X が自身の Stone-Chech コンパク
ト化で Gdelta-稠密であることが知られてい
る.  
 一方, Tychonoff 空間 X がある自身のコン
パクト化で Gdelta-稠密であるとき, X を弱疑
コンパクト空間という. 明らかに, 疑コン
パクト空間は弱疑コンパクトである. 
Tkachenko (2015)は「全有界位相群において, 
この逆が成り立つか」を問題として提起し
た.  
 本研究では, 弱疑コンパクト全有界位相
群が疑コンパクトであることを証明し, 
Tkachenko の問題を肯定的に解決した.  
(8) 位相空間 X の任意の空でない開集合列 
(Un) に対し, 点列 (xn) が密集点をもつよ
うに各 Un から点 xn∈Un を選ぶことができ



るとき, X を selectively pseudocompact と
い う .  そ の 概 念 は Garcia-Ferreira, 
Ortiz-Castillo (2014)による導入された. 
それを踏まえて, selectively sequentially 
pseudocompact 空間の概念を導入した.  
 位相空間 X が selectively sequentially 
pseudocompact であるとは, X の任意の空で
ない開集合列 (Un) に対し, 点列 (xn) が収
束する部分列をもつように各 Un から点 
xn∈Un を選ぶことができることである.  
一般に, 次が成り立つ. 
 
(*) selectively sequentially 
pseudocompact → selectively 
pseudocompact → 疑コンパクト 
 
位相群における(*)の逆の成立についての研
究を行った.  
① 位数 2 の要素からなり, 収束する無限点
列をもたない selectively pseudocompact な
無限位相群 G を ZFC で構成した. 無限で
selectively sequentially pseudocompact な
空間は収束する無限点列をもつので, この
位相群  G は selectively sequentially 
pseudocompact で な い . 従 っ て , 
Dorantes-Aldama, Shakhmatov (2017)で提起
された問題「selectively pseudocompact で
あ る が selectively sequentially 
pseudocompact でない位相群の例は ZFC で存
在するか」を肯定的に解決している. 
② (*) の 右 側 の 矢 印 に つ い て は , 
Garcia-Ferreira, Tomita (2015)が, 位数 2
の要素からなる selectively pseudocompact
でない疑コンパクト位相群の例を構成した. 
一方, 位相群の双対性の研究において, す
べての可算部分群が Bohr 位相をもち, 位数
2 の要素からなる疑コンパクト位相群の例が
よく知られている. それを踏まえて, すべ
ての可算部分群が Bohr 位相をもち, 位数 2
の要素からなる位相群は, selectively 
pseudocompact でないことを証明した. 従っ
て, すべての可算部分群が Bohr 位相をもち, 
位数 2の要素からなる疑コンパクト位相群は, 
すべて(*)の右側の矢印の逆が成り立たない
ことを示す例となる.  
(9) selectively sequentially 
pseudocompact な空間のクラスは, 任意に直
積をとる操作と連続な全射の像で閉じてい
ることを証明した. また, すべての dyadic
空 間 は selectively sequentially 
pseudocompact であることを得た. 位相群 G 
のすべて可算部分群の閉包はコンパクトで

あるならば, G は selectively sequentially 
pseudocompact であることを示した. 特に, 
コ ン パ ク ト 位 相 群 は selectively 
sequentially pseudocompactであることを得
た . さらに , selectively sequentially 
pseudocompact でないコンパクト空間の例を
構成した.  
(10) Garcia-Ferreira, Tomita (2015)は, 問
題「可換群 G が疑コンパクト群位相をもつ
とき, G に selectively pseudocompact 群
位相を導入できるか否か」を提起した. この
問題について, Singular Cardinal Hypothsis 
(SCH)の仮定の下で, 次の 3 つのいずれかに
クラスの属し, 疑コンパクト群位相をもつ
す べ て の 可 換 群 は , selectively 
sequentially pseudocompactな群位相をもつ
ことを証明した.  
① V-自由群 (ここで V は可換群の任意の
variety である); 
② ねじれ可換群; 
③ ねじれなし可換群. 
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