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研究成果の概要（和文）：リーマン面のモジュライ空間の自然なコンパクト化としてドリーニュ・マンフォード
コンパクト化（DMコンパクト化）知られている。本研究の主な成果は、DMコンパクト化の上に、自然なオービフ
ォールド・チャートからなるアトラスを具体的に構成したことである。これらのチャートは「ハーヴェイのカー
ヴ複体」を構成する単体達によりインデックスが付いている。この結果の副産物として、最大次元の単体により
インデックス付けられたオービフォールド・チャートに、高次元ユークリッド空間の「結晶群」が付随すること
を発見した。モジュライ空間のコンパクト化に結晶群が付随することの理論的な意味については将来の研究課題
としたい。

研究成果の概要（英文）：It is known that the moduli space of Riemann surfaces admits a natural 
compactification called the Deligne-Mumford compactification (DM-compactification). The main result 
of the present research is that we explicitly constructed a "natural" atlas consisting of orbifold 
charts on the DM-compactification of moduli space. These charts are indexed by the simplices of 
Harvey's curve complex. As a byproduct of the result, we discovered that certain higher dimensional 
euclidean crystallographic groups are attached to  those orbifold charts that are indexed by the 
simplices of the maximum dimension. The theoretical meaning of this attachment of crystallographic 
groups will be studied in the future.

研究分野： 多様体のトポロジー
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１．研究開始当初の背景 
有限型リーマン面上の等角構造をすべて分
類する空間がモジュライ空間である。滑らか
なリーマン面だけに制限すれば、モジュライ
空間はノン・コンパクトであるが、ノードを
持つリーマン面（安定曲線と称される）の等
角構造まで考慮すればモジュライ空間のコ
ンパクト化が達成される。この認識は 1960
年代にドリーニュとマンフォードにより得
られた。 
(Deligne-Mumford, IHES.Publ.Math. 1969） 
付け加える安定曲線には有限な自己同型群
が作用しており、それに伴い安定曲線のパラ
メーター近傍も有限群で割られる。したがっ
て、コンパクト化されたモジュライ空間はオ
ービフォールド構造を持つ。しかし、コンパ
クト化されたモジュライ空間の解析的な構
造自身は最近になるまで十分明らかにされ
てこなかった。 2014 年に出版された
Hubbard-Koch の論文（J.D.G.2014）はコンパ
クト化されたモジュライ空間の無限遠点（安
定曲線のモジュライ部分）における局所的な
オービフォールド構造を初めて解析的に記
述した。一方、研究代表者は、Bers 達のやや
直観的な方法に基づいて、コンパクト化され
たモジュライ空間のオービフォールド・アト
ラスの構成を行った（IRMA Lectures,2012）。 
 
２．研究の目的 
まず、我々のオービフォールド・アトラスを
Hubbard-Koch の結果に基づき、厳密に構成
し直すことを目標にする。それが達成された
のち、コンパクト化されたモジュライ空間の
上に、有限型のリーマン面の「普遍退化族」
を構成し、この普遍退化族から、任意のリー
マン面の退化族が引き戻せることを証明す
る。これができれば、ファイバー構造を持つ
４次元多様体の何らかの不変量が構成され
るはずである。 
 
３．研究の方法 
モジュライ空間の解析的な構造及び、微分幾
何的な構造については、Masur, Yamada, 
Wolpert 達による詳しい研究がある。コンパ
クト化されたモジュライ空間上に「自然なオ
ービフォールド・アトラス」を厳密に構成す
るには、これらの先行研究の結果を参照しな
がら進むことになる。リーマン面の「極大パ
ンツ分解」に付随する Fenchel-Nielsen 座標
の利用が不可欠になる。 
 
４．研究成果 
研究開始当初の背景の項で述べたように
2014年のHubbard-Kochの論文はDMコンパク
ト化の無限遠点におけるオービフォールド
構造を解析的に記述したが、それはあくまで 
局所的なオービフォールド・チャートの構成
に留まっており、DM コンパクト化されたモジ
ュライ空間全体にわたって「自然なオービフ
ォールド・アトラス」を構成したものではな

い。ここに言う「自然なアトラス」の構成と
は、例えば、n 次元射影空間の持つ「(n+1)
個の自然なn次元アフィン空間からなるアト
ラス」のようなアトラスをコンパクト化され
たオービフォールド上に構成したいという
ことである。本研究の主な成果はこのような
「自然なオービフォールド・アトラス」を DM
コンパクト化されたモジュライ空間上に構
成したことである。このアトラスは有限個の
オービフォールド・チャートからなり、これ
らのチャートはハーヴェイのカーヴ複体を
写像類群で割って得られる有限複体の単体
によってインデックス付けられている。各チ
ャートは複素有界領域とそこに固有不連続
に働く不連続群（ルート系に付随するアフィ
ン・ワイル群との類似から「ワイル群」と名
付けた）の対である。この複素有界領域を「ワ
イル群」で割れば、その商空間は DM コンパ
クト化されたモジュライ空間の開集合にな
る。この最後の条件がデリケートであり、こ
のような性質を持つオービフォールド・アト
ラスを構成したことが我々の結果の新しい
ところである。 
 この結果の副産物として、ハーヴェイのカ
ーヴ複体の最大次元の単体によってインデ
ックス付けられたオービフォールド・チャー
トに、ユークリッド空間の結晶群が付随する
ことを発見した。これは新しい知見であり、
その理論的な意義は今後の研究に俟たれる。 
以上の成果はつぎのプレプリントにまとめ
た。 
Y. Matsumoto , The Deligne-Mumford 
compactification and crystallographic 
groups. 残念ながら、この論文は現在レフェ
リー中であり、まだ出版に至っていない。 
 このように DM コンパクト化の上に自然で
具体的なオービフォールド・チャートを構成
することは DM コンパクト化の上にリーマン
面の「普遍退化族」を厳密に構成するのため
の重要なステップであったが、「普遍退化族」
の構成に進む前に研究期間が終了してしま
ったことは残念である。終了後も研究を続け
るつもりである。 
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