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研究成果の概要（和文）：本研究は，3次元球面内の双曲結び目のファイバー性と種数に関する
Dunfield-Friedl-Jackson予想の解決に向けて，結び目群の指標代数多様体の適当なスライスとねじれアレキサ
ンダー多項式の情報を用いて，ファイバー性と種数を決定することを目標としている．得られた成果の概要は以
下の通りである．
(1) パラボリック表現の定める指標代数多様体によって，2橋結び目が分類できることを示した．
(2) 長さ3を持つ双曲的プレッツェル結び目に対して，上記予想を肯定的に解決した．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research was to give an answer to a conjecture of 
Dunfiled, Friedl and Jackson on the genus and fiberedness of a hyperbolic knot. To this end, we used
 information on a certain slice of the character variety of the knot group and the twisted Alexander
 polynomial. The results are as follows. 
(1) We showed that 2-bridge knots are classified by the defining polynomial of parabolic 
representations of the knot group. 
(2) We gave an affirmative answer to a conjecture of Dunfiled, Friedl and Jackson for a hyperbolic 
pretzel knot with length three. 

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： DFJ予想　双曲結び目　ねじれアレキサンダー多項式
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１．研究開始当初の背景 

3 次元多様体の基本群をよく知られた群に
表現し，多様体の幾何的な情報を代数的にと
り出す手法の一例として，ねじれアレキサン
ダー多項式が知られている．この不変量は結
び目群（結び目補空間の基本群）の場合 X.S. 

Lin により，一般の有限表示群の場合は和田
昌昭によって導入され，ここ 10 年程の間に
応用面で大きく進展した． 

Friedl-Vidussi は結び目群の剰余有限性に
着目することで，結び目のファイバー性（結
び目補空間に円周上の曲面束の構造が入る）
と種数（結び目が張るザイフェルト曲面の最
小種数）がねじれアレキサンダー多項式で決
定されることを示した．しかしながら，この
判定条件から具体的にファイバー結び目で
あることを示すことや，種数の情報を持つ表
現を厳密に構成することは一般に難しい． 

Dunfield-Friedl-Jackson は大規模なコン
ピュータ実験に基づき，3 次元球面内の双曲
結び目（補空間に有限体積完備双曲構造が入
る）のホロノミー表現（これは双曲結び目に
対して一意的に定まる SL(2,C)-離散忠実表
現である）に付随したねじれアレキサンダー
多項式によって，双曲結び目のファイバー性
と種数が決定できることを予想した（以下，
「DFJ 予想」と呼ぶ）． 

現在のところ，この予想が肯定的に確かめ
られている結び目のクラスは，15 交点以下の
313,209 個の双曲結び目と，2 橋結び目の一
種である，双曲的ツイスト結び目の無限系列
のみである． 

 

 

２．研究の目的 

 本研究の目的は，双曲的結び目の基本群の
SL(2,C)-表現に付随したねじれアレキサンダ
ー多項式の基本的性質を明らかにし，そこか
ら得られる代数的性質を用いて，結び目の幾
何学的性質を特徴づける枠組みを与えるこ
とである． 

 より具体的には，3 次元球面内の双曲結び
目のファイバー性と種数に関する Dunfield- 
Friedl-Jackson 予想の解決に向けて，結び目
群の SL(2,C)-指標代数多様体の適当なスラ
イス（離散忠実表現を含む断面）と，ねじれ
アレキサンダー多項式の情報から，結び目の
ファイバー性と種数を決定することを目標
とする．大別すると，次の 2 点 

 

(1) 双曲的結び目の SL(2,C)-離散忠実表現に
付随したねじれアレキサンダー多項式の
明示公式 

 

(2) 得られた多項式の性質と結び目のファイ
バー性および種数との関係 

 

を明らかにすることが目標となる． 

 

 

３．研究の方法 

研究の目的欄で述べた 2つの具体的な研究
目標(1), (2)のうち，(2)は(1)の結果に大きく依
存している．そこで，研究の初期段階から，
一般的設定のもとで両者の考察を始めるの
ではなく，研究全体の見通しを良くするため，
適度な一般性を持つ性質の良い双曲結び目
のクラスに対して(1)および(2)の研究を推進
する．その様子を詳細に解析した後に，より
一般の双曲的結び目へと扱う対象（結び目の
クラス）を順次拡大していくという基本方針
で研究を効果的に推進する． 
 
 

４．研究成果 
  以下，当該研究期間に得られた研究成果を
年度別に報告する． 
 
(1) 2014 年度．上述の研究目標に対して，本

研究課題初年度の今年は，(1)に焦点を絞
って研究を行った．特に，3 次元球面内
の双曲的 2 橋結び目について詳しく考察
し，Dunfield-Friedl-Jackson の意味での
双曲的ねじれ多項式（ねじれアレキサン
ダー多項式が対称性を持つように正規化
したもので，複素数係数の 1 変数ローラ
ン多項式になる）の各係数が，代数的整
数となる十分条件（これは 2 橋結び目を
含む，より広範な小さい結び目と呼ばれ
るクラスについても成り立つ），および，
各係数が実数となる十分条件を具体的に
記述した． 

命題の主張を正確に述べると次の通り
である． 

 

命題 A．K を 3 次元球面内の双曲結び目
とする． 

① K が小さい結び目ならば，双曲的ね
じれ多項式の係数は，すべて代数的
整数である． 

② K(p,q) が q2≡－１(mod p)をみたす
双曲的 2 橋結び目ならば，双曲的ね
じれ多項式の係数は，すべて実数で
ある． 

 

また，2012 年に出版済の論文で与えて
いた，トーラス結び目のトータルねじれ
アレキサンダー多項式の明示公式が成り
立つ十分条件について，記述が不正確な
箇所を修正した． 

 

(2) 2015 年度．今年度は，研究目標の(1)と(2)

の橋渡しに係る部分に焦点を絞って研究
を行った．より具体的には，双曲的 2 橋
結び目の SL(2,C)-離散忠実表現を含むパ
ラボリック表現（結び目のメリディアン
の像のトレースが 2 となる SL(2,C)-表
現）による，指標代数多様体のスライス
を詳しく考察した．この研究の過程で，
双曲的とは限らないすべての 2 橋結び目



に対して，その SL(2,C)-パラボリック表
現の定義方程式（Riley 多項式と呼ばれる
1 変数の整係数多項式）を詳細に考察し，
Riley 多項式の零点によって，2 橋結び目
が‘ほとんど’分類できることを示した． 

定理の主張を正確に述べると次のよう
になる． 

 

定理 B．K１, K2を 3 次元球面内の 2 橋
結び目とする．もしそれらの Riley 多項
式が等しければ，結び目群 G(K1)と G(K2)

は同型であり，K1 と K2 は同値な結び目
である． 

 

 この結果は，結び目群の剰余有限性（か
ら導かれる Hopfian という性質）と次の
定理の系として導かれる． 

 

定理C．K2のRiley多項式がK1のRiley

多項式を割り切るならば，結び目群
G(K1)から G(K2)への全射準同型写像が
存在する． 

 

これらの成果は，いずれも創価大学の
北野晃朗氏との共同研究に基づいている． 

 

(3) 2016 年度．今年度は，上述の研究目標に
対して，(2)に焦点を絞って研究を行った．
より具体的には，3 次元球面内の長さ 3

を持つ双曲的プレッツェル結び目につい
て詳しく考察を行い， DFJ 予想の
（SL(2,C)-指標代数多様体のパラボリッ
ク表現によるスライスの情報を用いた）
新しい証明を試みた．この双曲的プレッ
ツェル結び目については，コンピュータ
および数式処理ソフトを援用した数値計
算による予想の検証のみがなされていた
状況であった．本研究課題のもと，Kim- 

Kitayama-Morifuji による指標代数多様
体の具体的計算結果（指標代数多様体の
定義方程式系の具体的な記述）を用いる
ことで，予想の厳密な証明の 1 つを与え
ることに成功した． 

一方で，ファイバー結び目のモノドロ
ミー写像を研究する観点から，閉曲面の
写像類群の Nielsen-Thurston 理論（曲面
の写像類の位相的な分類に関する理論）
と 3 次元リーマン多様体のエータ不変量
（スペクトル不変量）との関係について
も研究を行った．特に，有限体上の射影
的特殊線形群PSL(2,q)を自己同型群に持
つ Hurwitz 曲面（これは曲面の種数を固
定した時に最も対称性の高いコンパクト
リーマン面であることが知られている）
の無限系列に対して，「可約性」と呼ばれ
るある種の位相的性質と，「エータ不変量
の消滅」というスペクトルの非対称性と
の同値性を示した． 

定理の主張を正確に述べると次のよう
になる． 

 

定理 D．X を自己同型群が Aut(X) = 

PSL(2,q)となる Hurwitz 曲面とする．q

が十分大きいとき Aut(X)のすべての元
は可約写像類であり，それをモノドロミ
ーとする写像トーラスのエータ不変量は
消滅する． 

 

この成果は，無限個の Hurwitz 曲面に
対して，可約性とエータ不変量の消滅を
結びつけた最初の結果である． 

 

(4) 2017 年度．本研究課題最終年度の今年は，
昨年度中に得られていた，プレッツェル
結び目のねじれアレキサンダー多項式に
関する研究成果を，学術誌に発表するた
めに論文としてまとめ上げることに注力
した．得られた定理を正確に述べると，
次のようになる． 

K を長さが 3 の双曲的プレッツェル結
び目 P(-3,-3,-3)とする．K はファイバー
結び目ではなく，種数が 1 であることが
知られている． 

 

定理 E．双曲結び目 K に対して，ホロ
ノミー表現に付随したねじれアレキサン
ダー多項式は次数が 2 のモニックでない
多項式である．つまり，双曲結び目 K に
対して Dunfield-Friedl-Jackson 予想は
正しい． 

 

また，具体例を中心に計算を進めるこ
とで，さらなる研究の発展を目指し課題
の推進に努めた．さらに，研究期間全体
を通じて得られた，本研究課題の成果に
ついて検証を行った． 
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