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研究成果の概要（和文）：３次元空間内の結び目の研究では，これまでその補空間がよく活用されてきた。実
際，同値な結び目の補空間は同相になる。逆に，同相な補空間をもつ結び目は同値であるということが，Gordon
とLueckeにより証明された。そこで鍵となったのは，結び目に沿ったデーン手術と呼ばれる操作である。実際，
彼らは３次元空間内の結び目に沿った自明な手術と非自明な手術によって同相な３次元多様体は生成されない，
ということを証明した。この結果の一般化についての予想が「矯飾的手術予想」であり，現在，様々に研究が進
められている。本研究では特に，３次元空間内の交代結び目に着目し研究を行い，いくつかの部分的解決を得
た。

研究成果の概要（英文）：In the study of knots in the 3-space, their complements have played 
important roles. In fact, the pair of  complements of equivalent knots  must be homeomorphic. In 
contrast, Gordon and Luecke have proved that the knots with homeomorphic complements must be 
equivalent. The key of their proof is an operation called Dehn surgery on knots. Actually, they 
showed that the trivial and any non-trivial Dehn surgeries on a non-trivial knot give 
non-homeomorphic pair of 3-manifolds.  This theorem can be generalized to the conjecture on knots in
 general manifolds, which is now called the Cosmetic Surgery Conjecture. In this research project, 
we have focused on the Dehn surgeries on alternating knots in 3-space, and obtained some partial 
answer to the conjecture. Also given are some related results on 3-manifolds and knots and links. 
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１．研究開始当初の背景 
 ３次元ユークリッド空間内の結び目は，そ
の現実的な素朴さと数学的な構造の複雑さ
から広く興味を集め，結び目理論というトポ
ロジーの一分野を構成するほど，研究が精力
的に進められている。 
この結び目理論において，分類を行ったり

様々な性質を導いたりする為に，古典的に考
えられてきたのは，結び目の補空間であった。
実際，同値な二つの結び目の補空間は同相に
なることが直ちに従う。 
 逆に，同相な補空間をもつ結び目は同値で
あろう，というのが，いわゆる結び目補空間
予想であった。この予想は 1908 年に提起さ
れて以来，長らく未解決であったが，1989
年に Gordon と Luecke により肯定的に解決
された。そしてこの予想を，３次元空間内か
ら他の３次元多様体内まで一般化したのが
「一般化された結び目補空間予想」である。
しかし，現在に至るまで未解決である。 
 一方，Gordon と Luecke による結び目補
空間予想の解決の中で鍵となったのは，結び
目に沿ったデーン手術と呼ばれる操作に関
する手法である。実際，彼らは３次元空間内
の結び目に沿った自明な手術と非自明な手
術によって同相な３次元多様体は生成され
ない，ということを証明した。この結果の一
般化についての予想が「矯飾的手術予想
（Cosmetic Surgery Conjecture）」である。
正確には，一つの結び目に沿った異なるデー
ン手術によっては（向きも込めて）同相な３
次元多様体は生成されないだろう，と述べら
れる。実際，一般化された結び目補空間予想
もこの予想から従う。現在，この予想はデー
ン手術理論で最も重要な未解決予想の一つ
として，様々に研究が進められている。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，この矯飾的手術予想を，
結び目理論において非常に良く知られてい
る３次元空間内の交代結び目に沿ったデー
ン手術について肯定的に解決することであ
った。つまり，非自明な交代結び目に沿った
異なる 2 つのデーン手術によっては，向きも
込めて同相な閉３次元多様体が得られない
ことを証明することであった。  
 
３．研究の方法 
矯飾的手術予想へのアプローチとして， 
(1)交代結び目に沿ったデーン手術によっ
て得られる多様体の様々な不変量（キャッ
ソン不変量，ヒーガード・フレア・ホモロ
ジー）の計算 
(2)交代結び目補空間の双曲構造の計算機
援用による解析 
(3)手術後の多様体のヒーガード分解およ
び向き付け不可能曲面による片面的ヒーガ
ード分解の研究 
を考え，研究を行った。特に意識したこと
として，位相幾何的な手法と微分幾何的な

手法の融合，コンピュータ援用計算の利用，
さらに，近年新しく開発された研究手法を
意欲的に取り込みながらのアプローチが挙
げられる。 
また，実際に起こりうる反例となりうる

結び目とデーン手術の候補の研究や，関連
するデーン手術についての研究，さらにそ
のほかの結び目・絡み目不変量についても，
補完的な意味を込めて研究を行った。 
 
４．研究成果 
 

(1)３次元多様体の不変量を用いた矯飾的手
術予想へのアプローチ：３次元多様体のよく
知られた不変量であるキャッソン不変量の
亜種である SL(2,C)-キャッソン不変量の計
算に取り組み，ある種の二橋結び目の無限族
について，各結び目に沿ったデーン手術で得
られるホモロジー球面がすべて異なること
を示すことができた。この研究は斎藤敏夫氏
（上越教育大学）との共著論文として完成さ
せた。この研究は，従来まで応用されて来な
かった不変量に新たな光をあてるものであ
り，意義深いものと考えられる。また取り扱
った結び目の族は，矯飾的手術予想に関する
先行研究において利用された不変量を適用
できないもので，その意味で重要な研究対象
であると考えられる。（下記論文②） 
 
(2)３次元多様体の双曲構造の研究，特にコ
ンピュータ援用による解析：まず，継続し
て研究を行っていたコンピュータ援用によ
る３次元多様体の双曲性の判定の研究を完
成させた。（大石進一氏らとの共同研究，下
記論文⑧） 
この結果で得られたプログラム hikmot を

用いて，正井秀俊氏（東北大学）との共同研
究により，双曲的交代結び目に沿った双曲的
でない多様体を生成するデーン手術（いわゆ
る例外的デーン手術）の完全分類を与えるこ
とができ，共著論文として発表した（下記論
文⑥）。これは交代結び目補空間の双曲構造
の解析の研究として重要な位置付けを持つ
と考えている． 
 
(3) 多様体のヒーガード分解に関連する研
究：デーン手術で得られる多様体のヒーガー
ド分解と関連する，結び目補空間の境界スロ
ープについて，これまでに知られていない現
象を発見した（下記論文 11）。 
また３次元多様体の円周上の曲面束構造

について研究し，そのモノドロミー写像の曲
線複体への作用の移動距離が１より大きい
時のファイバー曲面の種数の上限を，その３
次元多様体の四面体分割の四面体の個数を
用いて具体的に与えた。これは小林毅氏（奈
良女子大学），Yo’av Rieck 氏（アーカンソ
ー大学）との共著論文として発表した（下記
論文⑨） 
一方，３次元多様体のヒーガード分解に対



応する結び目／絡み目の橋分解について研
究を行い，ランダムに複雑性を増すような橋
分解を持つ絡み目について，その最頻成分数
と双曲性に関する結果を得ることができた．
これらの結果はそれぞれ，吉田健一氏（日本
大学），Jiming Ma 氏（復旦大学）との共著
論文として発表した。（下記論文③，④） 
 

(4)関連する基礎研究：ある種のねじれトー
ラス結び目が左不変順序付不可能手術を許
容しないことを証明した。これは天摩由貴氏
（日本大学）との共著論文として発表した
（下記論文⑩）。この３次元多様体の左不変
順序付不可能性は近年，研究が進められてい
るヒーガード・フレア・ホモロジーと密接
な関係がある。 
またさらに関連する絡み目の不変量に関

する結果として，絡み目のフォックス彩色の
最小彩色数の下限について，また，整数彩色
の最小彩色数について，研究を行い，松土恵
理氏（日本大学）との共著論文として発表し
た。（下記論文①，⑤，⑦）これらの研究は
当該研究に直接に関わるものではないが,関
連する基礎研究として意義のあるものと考
えている。 
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