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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，次の二つの数理模型を考察した。(1)非可換調和振動子の模型の一
つである(一般化された)量子ラビ模型を中心に，量子的効果を研究した。特に，回路量子電磁気学の観点から，
その模型に対する作用素解析とスペクトル解析を行い，深強結合領域における束縛状態の様子を数学として明ら
かにした。一方，(2)量子細線で接合を挟んだ数理模型に対しては，ディラック粒子としての電子が接合をトン
ネルするときに，それぞれの波動関数が持つ位相因子とスピンに生じる影響を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：In this research program, we considered the following two mathematical 
models. (1) We studied some quantum effects mainly for the generalized quantum Rabi model among 
non-commutative harmonic oscillator models. In particular, in the light of circuit QED, we made 
operator and spectral analyses for that model, and we mathematically clarified its bound state in 
the deep-strong coupling regime. Meanwhile, (2) for the model of the two quantum wires with a 
junction between the two, we clarified how the electron's wave function have a phase factor,  and 
how the electron spin has an effect when the electron as a Dirac particle passes through the 
junction.  

研究分野： 数理物理学

キーワード： 回路電磁気学　一般化された量子ラビ模型　ディラック粒子　接合を持った量子細線　深強結合領域

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
状態空間を N 次元ユニタリ空間と 2 乗可

積分関数空間とのテンソル積からなるヒル
ベルト空間で与え，この状態空間に作用する
行列係数を持つ微分作用素 H に対し，行列
係数の代数的性質や配位空間の幾何学的・ト
ポロジカルな性質に応じた H の自己共役拡
張の理論，その自己共役作用素のスペクトル
解析などの理論構築を目的にしたのが当初
の背景である。物理における具体例としては，
対象とする一つの数理模型は，N 次元ユニタ
リ空間に作用する N ×N 行列で N 準位(人
工) 原子のエネルギーを記述し，2 乗可積分
関数空間に作用する調和振動子のポテンシ
ャルを持つシュレディンガー作用素で共振
器内の 1モード光子のエネルギーを記述する。
N=2 のとき，これらの相互作用を記述する数
理模型として非可換調和振動子の一例とな
る(一般化された)量子ラビ模型，また，スピ
ンを持った電子をディラック粒子とし，この
電子が 2本の量子細線に挟まれた接合をトン
ネルするときのエネルギー作用素(ディラッ
ク演算子)を電子のトンネル接合模型として
想定した。 

 
２．研究の目的 
 「１. 研究開始当初の背景」に記載した前
者の人工原子と 1モード光子の相互作用を記
述する(一般化された)量子ラビ模型に対して
は，そのスペクトル解析を行い，特に，原子
と光子の相互作用が大きいときのエネルギ
ー・スペクトルや束縛状態の解析が目的であ
った。また，「１. 研究開始当初の背景」に記
載した後者の電子のトンネル接合模型に対
しては，2 本の量子細線で接合を挟んだ配位
空間において，ディラック粒子としての電子
が接合をトンネルしたときのディラック演
算子の作用素解析が，研究の主な目的であっ
た。 
 
３．研究の方法 
 N=2 として(一般化された)量子ラビ模型
に対しては，スピンのエネルギー演算子表現
にパウリのスピン行列を用い，光子のエネル
ギー演算子表現には振動子表現を用い，これ
まで研究代表者らが研究して来た場の量子
論における数学的手法を応用することで，作
用素解析とスペクト解析を行った。 
 電子のトンネル接合模型に関しては，行列
係数を持つ微分作用素に対し，量子細線と接
合とが作る境界に関わる問題を boundary 
triplet の枠組みで扱えるように理論を拡
張し，作用素解析とスペクトル解析を行った。 
 
４．研究成果 
本研究課題に対する研究成果の内容は大

きく二つに分ける事ができるが，まずそれら
の概略を記し，その後で各内容について具体
的に記す． 
(1)量子ラビ模型に対し，この模型を超伝導

回路上で実現した実験系をモデル化し，バイ
アスエネルギーが無い場合(従って，パリテ
ィ対称性を持つ)，原子と光子の結合定数が
ゼロのときは，量子ラビ模型は N=2 超対称性
を持つ量子力学を記述するのに対し，結合定
数を無限大にする極限において，このモデル
は超対称性の自発的破れを引き起こすこと
を証明し，この自発的破れはスピン・カイラ
ル対称性がもたらすことを示した。当初この
数学的証明をハミルトニアンの強結合極限
における弱レゾルベント収束で示したが，こ
の改良に成功しノルム・レゾルベント収束の
意味で与えた。すると，原子と光子の結合が
非常に強い深強結合領域では，上述の極限ハ
ミルトニアンが有効ハミルトニアンとなり，
各束縛状態の近似を与えるが，これにより基
底状態はシュレディンガーの猫状態を成す
エンタングルメント状態となることを示し
た。さらに，原子と光子の結合が強くなった
ときに光の場の2乗の項の影響が出て来るが，
この影響により基底状態が纏う仮想光子の
個数が増え，それを原子核理論のメゾン・ペ
ア理論のくり込み手法(ボゴリューボフ-ホ
ップフィールド変換)でくり込み，基底状態
を裸の状態から物理的状態へと変換し，基底
状態が纏う仮想光子から実光子へと転化す
る可能性を示した。 
(2)電子のトンネル接合模型に対しては，1次
元の場合に，電子が接合をトンネルしない場
合とする場合，さらにトンネルする場合に，
電子の波動関数の境界条件に付く位相因子
とその出現の仕方，さらには電子スピンへの
影響を完全に数学として特徴付けた。 
 
(1) に関する詳細： 
量子ラビ(Rabi)模型のハミルトニアン HQRは 
 
 
 
 
 

 
で与えられる。また，このハミルトニアンに
回転波近似を施したジェインズ-カミングス
模型のハミルトニアン HJCは 
 
 
 
 
 

 
で与えられる。ここで， 
 
 
 
 
 

 
 
 



 
 
 
 

 
である。二つの振動数ωs とωp を一致させω
とし量子ラビ・ハミルトニアンのエネルギー
を数値計算により求めると 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
となる。このエネルギーにおいて，結合定数
g がゼロのときは N=2 超対称性量子力学の特
徴を表し，結合定数 gが無限大になる極限で
はこの超対称性が自発的に破れていること
が示唆されている。二つの振動数ωsとωpを
一致させωとしたとき，雑誌論文④[Quantum 
Studies: Math. Found. 2, 379-388, (2015)]にお
いてこの事実を証明したが，この超対称性の
自発的破れを引き起こすのは，スピン・カイ
ラル対称性であることが示された。すなわち，
結合定数 gを大きくして行くと，線形相互作
用の回転項のみならず対向回転項の影響も
大きくなるが，これは結合定数 gが大きくな
ると，結合定数が小さいときはジェインズ-
カミングス模型で良く近似されていた量子
ラビ模型が対向回転項の影響を示すように
なる事を意味する。この対向回転項はスピ
ン・カイラル変換された状態空間においては
回転項となる事実から，量子ラビ模型は，結
合定数 gが大きくなるにつれてスピン・カイ
ラル対称性を持つ方向に移行し，このスピン
-カイラル対称性を持った極限ハミルトニア
ンが自発的超対称性の破れを持つハミルト
ニアンとなる。数学として，雑誌論文④では，
ハミルトニアンの収束性は弱レゾルベント
収束の意味で示されたが，雑誌論文②[J. Phys. 
A:Math. Theo. 50, 184003, (2017)]では，数学
の一般論として弱レゾルベント収束が，ある
条件下でノルム・レゾルベント収束という強
い位相での収束になるという定理を証明し，
この定理を量子ラビ・ハミルトニアンに応用
する事でノルム・レゾルベント収束を示した。
この位相の収束性により，量子ラビ模型のエ
ネルギーに対する数値計算の結果が数学と
しても裏付けられる。 
 また，このノルム・レゾルベント収束で得
られたハミルトニアンは，結合定数 gが大き

いときに，量子ラビ・ハミルトニアンの良い
近似を与えることを意味する。この数学的事
実を用い，雑誌論文②で示したように，S. 
Ashhab と F. Nori が論文[Phys. Rev. A 81,  
042311 (2010)]で示した結合定数が大きいと
きの束縛状態に対する公式が数学的に得ら
れ，特に基底状態に対しては，シュレディン
ガーの猫状態を成す，スピン付きコヒーレン
ト状態のエンタングルメント状態となるこ
とが分かる： 
 
 
 

 
ただし，状態|♯，n>はスピン状態|♯>とフ
ォック状態|n>のテンソル積で，♯はアップ
スピン↑もしくはダウンスピン↓，また n は
光子数を表す。 
 結合定数が大きくなるとき，光子の場の 2
乗の項の影響を無視する事はできない： 
  
 

 
ただ，回路量子電磁気学(circuit QED)を超伝
導回路上で実現する共振器量子電磁気学
(cavity QED)の量子シミュレーションとみる
と，回路上で人工的に結合定数を制御できる
点を活かし，光子場の 2 乗の係数も制御する
ことができる。この光子場の 2 乗の項を考慮
したハミルトニアンに対して，結合定数 gを
大きくして行くと，場のゆらぎも大きくなる
ことを雑誌論文②で示したが，このゆらぎは
仮想光子によるものであるので，仮想光子を
纏った裸の状態としての基底状態から実光
子を観るための物理的状態に移行する必要
がある。この移行を原子核物理学のメゾン・
ペア理論に従いくり込みの手法で求め，この
ようにして得られた物理的状態としての基
底状態での光子数期待値 N0

renを評価した。雑
誌論文②では光子数期待値 N0

ren の上界と下
界を求め上と下からの評価を与えたが，次の
数値計算から分かるように，光子場の 2 乗の
係数 C がそう小さくないところでは，通常の
場の量子論に見られるように基底状態は真
空であるが，光子場の 2 乗の係数 C を十分小
さく制御できると基底状態は一，二個の実光
子を纏う可能性が見えて来る。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ここで，赤い破線が上界で，青の実践が下界
である。 
 基底状態において真空のゆらぎを作り出
す仮想光子から実光子への転化が生じ基底
状態が実光子を纏っているのであれば，その
実光子をどのように取り出すかの理論とそ
の実験検証が意味を持って来る。例えば，動
的カシミア効果はそのような手法の一つで
あるが，本結果ので注目した基底状態は最低
エネルギーの束縛状態であるので，緩和によ
る光の放射は期待できない。従って，今後の
課題としては，仮想光子から実光子への転化
を観測するための新しいアイディアが必要
となる。 
 
(2) に関する詳細： 
考えた電子の配位空間は，図のように 2 本の
量子細線の間に接合を挟んだもので，数学と
して接合に任意性を持たせるためブラッ
ク・ボックス的に 

ΩΛ = (-∞ , -Λ)∪(+Λ , +∞) 
と考えた。 
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電子をディラック粒子として扱い，そのエネ
ルギーを表すハミルトニアン H0 をディラッ
ク演算子 
 
 

 
で与えた。ただし，p は運動量演算子で，m
は電子の質量。このとき，ハミルトニアンが
観測量となるために，数学として自己共役性

をみたさねばならないが，この自己共役性は
ディラック演算子の定義域に属する波動関
数の細線と接合の間の境界条件で特徴付け
られる。雑誌論文⑦で得られた結果は，自己
共役性と電子の接合での反射・トンネルに対
応した境界条件との間を１対１に特徴付け
た。電子が接合をトンネルするときの波動関
数の境界条件は 
 
 

 
と書ける。ただし，Bαは 2×2行列 
 
 
 
 

 
である。このときの α＃のみたすクラスを完
全に決定し，反射とトンネルを司るパラメー
タとの関係も明らかにした。さらに，これら
α＃から，境界条件に現れる位相因子と電子
スピンへの影響も 
 
 
 
 

 
となる関係式で与え，各パラメータを具体的
に書き下すことに成功した。ここで， 
 
 

 
で  
 

 
をみたす。 
 今後の課題としては，スピンをもったシュ
レディンガー粒子としての電子に対する同
様な考察，さらには，多次元への拡張が期待
される。 
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