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研究成果の概要（和文）：超幾何微分方程式に含まれる3つの固有パラメータに大きなパラメータを1次関数とし
て導入するとWKB解と呼ばれる形式解が構成できる。この構成は代数的、初等的に可能であるが得られた解は一
般に発散し、そのままでは解析的な意味を持たない。この形式的に解をボレル総和法を適用することができ、解
析的な解が構成できる。一方、超幾何微分方程式には超幾何関数で表示される標準的な解析解が知られている。
本研究では、これらの古典的な解とWKB解のボレル和として得られる解の間の線型関係式を明らかにした。応用
として超幾何関数のパラメータに関する漸近展開の公式を一般的に得た。ストークス現象を記述する式も併せて
得られている。

研究成果の概要（英文）：Introducing a large parameter in the 3 parameters contained in the Gauss 
hypergeometric differential equation, we can construct the WKB solutions which are formal solutions 
to the equation. The construction is done algebraically and elementarily, however, these formal 
solutions are divergent in general and do not have analytic sense. We may apply the Borel 
resummation method to the formal solutions and can construct analytic solutions and bases of the 
solution space. On the other hand, the Gauss hypergeometric differential equation has standard bases
 of solutions expressed by the hypergeometric function. In this research, we have obtained linear 
relations between these two classes of bases. As an application, asymptotic expansion formulas with 
respect to the large parameter of the Gauss hypergeometric function have been obtained. At the same 
time, we have some formulas which describe the parametric Stokes phenomena of the WKB solutions.

研究分野：代数解析学
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１．研究開始当初の背景
本研究の基本的な手法は完全WKB解析に基づ
いている．完全WKB解析では大きなパラメータ
（またはその逆数としての小さなパラメータ）を含
む微分方程式などの関数方程式に対してWKB解
と呼ばれる形式解を用いて大域解析を行う．元々
は量子力学の創成期に 1次元定常的シュレディン
ガー方程式から固有値を求める際にプランク定数
を小さなパラメータと見て解の形式的な展開を求
め、その初項あるいは第 2項までをWKB解と呼
び，解の近似として採用した上で物理的考察により
接続問題を考察したことに由来する．完全WKB

解析では，近似解ではなく，大きなパラメータの
逆数の形式的べき級数（指数関数項を含む）で表
される形式解を考える．一般にこれは発散級数と
なるが，そのボレル和を用いることにより大域解
析が可能となる．ボレル和を構成するためにボレ
ル変換を行う．形式解のボレル変換の特異点の挙
動は偏微分方程式論を活用することにより解析で
きる．解析的な解は形式解のボレル和をとる，す
なわちボレル変換の解析接続を逆ラプラス変換す
ることにより得られる．従って解析的解の大域解
析は形式解とそのボレル和の対応関係の解析に帰
着される．完全WKB解析の基本的なアイデアは
1980年頃に A. ヴォロスにより与えられた．ほぼ
同時期にH.シルバーストーンが形式解のボレル和
を通じてシュレディンガー方程式を解析すべきで
あると提唱している．また，同じ頃に J. エカール
が再生関数の理論を構築し，ヴォロスの理論との
親和性が明らかになった．その後，F. ファムのグ
ループがヴォロス理論を拡充してエカール理論と
の関係も含め様々な研究を行った．1989年頃に佐
藤幹夫はファムからの指摘を受けて，超局所解析
において「失われた 1次元分」の解析が完全WKB

解析により可能になるのではないかと着想し，超
局所解析や代数解析的手法を活用して完全WKB

解析を行う特異摂動の代数解析学を提唱した．河
合隆裕，竹井義次および報告者・青木を加えてこ
の研究は進み，2階フックス型線型常微分方程式の
モノドロミー行列計算など，古典的手法では不可
能であった問題の解決が可能となった．さらには
3階以上の高階線型微分方程式の大域解析もこの
手法で攻略可能であることが分かってきた．3階
以上の場合はストークス曲線の交叉が起こり，交
叉点から新たなストークス曲線が生じるという困

難が起こる．新たに生じたストークス曲線が更な
る交叉を生み，これを続けると有限回数で閉じた
ストークス曲線が得られる保証もない．河合・竹
井・青木は新しいストークス曲線の発生点として，
表面的に現れる交叉点ではなく，より根源的な意
味を持つ仮想変わり点の概念を導入して，高階方
程式の完全WKB解析における礎を築いた．この
方向での研究は現在でも続いている．一方，非線
形微分方程式に対しても完全WKB解析は有効で
あることも分かってきている．パンルヴェ方程式
の形式的一般解の構成，および接続問題に関する
成果が得られている．本研究はこれらの研究を背
景としている．

２．研究の目的
本研究では研究開始当初に以下の目標を設定し
た：

(1) 超幾何微分方程式および合流型超幾何微分方
程式のパラメトリック・ストークス現象解明

(2) 超幾何関数および合流型超幾何関数のパラ
メータに関する漸近展開公式の一般形導出

(3) Whitney関数のカテゴリー，Gevrey増大度
の解析関数の空間に作用する擬微分作用素理
論整備

(4) Heun型方程式の解および一般化超幾何関数
のパラメータに関する漸近展開公式導出

超幾何微分方程式には 3個の，合流型超幾何微分
方程式には 2個のパラメータがそれぞれ含まれる．
これらのパラメータに大きなパラメータを 1次関
数として導入しする．合流超幾何微分方程式の場
合にはさらに独立変数に大きなパラメータを掛け
る変換を行う．第一の目的は，これらの微分方程
式のWKB解について 1次関数の係数が変化した
ときに生じるストークス現象を記述する公式の導
出を目指した．第二の目的は超幾何関数，合流型
超幾何関数に前述の様に大きなパラメータを導入
したときに，そのパラメータに関する漸近挙動を
記述する公式を見出すことであった．第三の目的
では無限階を含む擬微分作用素の表象理論の基礎
付けを目指した．第四に目的は完全WKB解析の
更なる応用を目指したものであった．



３．研究の方法
超幾何微分方程式および合流型超幾何微分方程
式のWKB解は主に 2通りの方法で規格化される．
一つは変わり点で規格化するもので，他は特異点
で規格化する．変わり点で規格化したものは独立
変数に関するストークス現象を記述するのに便利
であり，特異点で規格化したものは劣勢なものが
ストークス現象を起こさず，特異点における局所的
な解析的解と比較しやすいという利点を持つ．こ
れら二通りのWKB解を結びつけるのがヴォロス
係数である．ヴォロス係数の具体形を計算し，そ
のボレル和を考えることによりパラメータに関す
るストークス現象をヴォロス係数のボレル和の変
化で記述可能となる．この方法により第一の目標
および第二の目標に迫った．第三の目標に関して
は，擬微分作用素の核関数および表象に見かけ上
のパラメータを余分に入れることにより対応関係
を簡潔に表示する方法を取った．第四の目標は難
度の高いものであるので，基礎的部分の整備を通
してアプローチの方法を探った．

４．研究成果
(1) 超幾何微分方程式および合流型超幾何微分方
程式のヴォロス係数の一般的導出およびパラメト
リック・ストークス現象の記述
ガウスの超幾何微分方程式

x(1− x)
d2w

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

dw

dx
− abw = 0

に大きなパラメータ ηを a = α0+ηα, b = β0+ηβ,

γ = γ0 + ηγ として導入した方程式のヴォロス係
数の具体的表示を次の形で得た：
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ただし，Bn(x)は n次ベルヌーイ多項式を表す．
α0 = β0 = 1/2，γ = 1の場合には前課題の研究
で得られていたが，今回パラメータの提示の項を
一般化した形で導出することができた．合流型超
幾何微分方程式についても同様に表示が得られた．
これを応用してパラメトリック・ストークス現象
を表す式が得られる．
(2)超幾何関数および合流型超幾何関数のパラメー
タに関する漸近展開公式の一般形導出

特異点で規格化した劣勢 WKB 解のボレル和
Φ

(0)
+ と超幾何関数の関係式は，パラメータに適当
な仮定を設けると，例えば次の形で得られる：

F (α0 + αη, β0 + βη, γ0 + γη;x)

=

√
c− 1

2
x− 1

2 c(1− x)−
1
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合流型についても同様の公式が得られる．これら
の公式においてボレル和Φ

(0)
+ をWKB解で置き換

えるとワトソンの補題より超幾何関数，合流型超
幾何関数の漸近展開公式が得られる．
(3) 解析的擬微分作用素の基礎理論
従来の表象理論では不十分であった核関数と表
象の対応関係，表象の積と留数写像による作用素
の合成の整合性などを「見かけのパラメータ」と
呼ばれる余分な 1次元を加えることにより代数解
析的に完全な理論整備を行った．
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