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研究成果の概要（和文）：浅水波を記述するKdV方程式は，シュレディンガー作用素のスペクトル（固有値）と
の関連が発見されて以来，代数，解析，幾何の分野で代表的な可積分系として研究されてきた．本研究の目標
は，代数的な理論である佐藤理論をシュレーディンガー作用素のスペクトルの視点から見直し，可能な限りの一
般的な初期値から出発するKdV方程式の解を構成することである．このために佐藤理論で本質的なタウ関数をシ
ュレーディンガー作用素のWeyl関数で表現することを試み成功した．これにより非常に一般的な初期値（非減
衰）から出発するKdV方程式の解を構成することができる．

研究成果の概要（英文）：Since the discovery of the deep connection between the KdＶ equation 
describing the dynamics of shallow water wave and the spectrum (eigenvalue) of 1d Schroedinger 
operator,  the KdV equation has been studied in algebra, analysis and geometry as a typical 
completely integrable system. In this program we take a look of algebraic Sato's theory from the 
point of spectral theory of Schroedinger operators, and try to construct a solution to the KdV 
equation starting from a general initial data. To this end we could succeed to obtain an expression 
of the tau-function by the Weyl function for 1d Schroedinger operator. The tau-function is the key 
object in Sato's theory. This expression made it possible to give a general solution to the KdV 
equation. 

研究分野： スペクトル理論，確率論

キーワード： シュレーデインガー作用素　KdV方程式　スペクトル　力学系　Toeplitz作用素　Weyl関数
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
KdV 方程式は浅水波を記述する方程式と

して１９世紀に発見された非線形偏微分方
程式である．この解法についてはいくつかの
特殊解が知られていたが，1960 年代に１次
元シュレーディンガー作用素のスペクトル
（固有値）と関連することが発見され，以後，
類似の非線形偏微分方程式を含めた完全可
積分系として数学の広い分野で研究が進ん
だ．   
一方，１次元シュレーディンガー作用素の

スペクトルについてはポテンシャルが減衰
する場合，および周期的な場合には多くの結
果が知られていたが，近年，物理学的な動機
により，エルゴード的なポテンシャルを持つ
１次元シュレーディンガー作用素のスペク
トルの研究が進んだ．実際，Avila は準周期
的な場合に懸案の問題を完全に解き，2014
年のフィールズ賞を受賞している． 

KdV 方程式で，初期関数が減衰もしなくか
つ周期的でもない場合として，準周期的な場
合とランダムな場合があるが，やはり物理学
の観点から，そのような場合に KdV 方程式
の解の構成の可能性と時間無限大での解の
挙動に関心がもたれている．したがって，シ
ュレーディンガー作用素のスペクトルの研
究と KdV 方程式とを関連付けて研究を進め
ることが重要である． 

 
これまでの解法は 
 

(１)適当な関数空間を設定し，関数解析的な
アプローチをとる方法 
(２)減衰するポテンシャルに逆散乱法を適用
する方法 
(３)有限帯スペクトルを持つ場合に代数関数
を使い具体的に解を表現する方法 
 
が主なものであった．しかし，KdV 方程式は
対応するシュレーディンガー作用素のスペ
クトルを保存するにも関わらず，スペクトル
と関連させて解法が研究されては来なかっ
た．本研究ではこの点に着目している． 
  
２．研究の目的 
 この研究の目的は，非減衰の初期関数から
出発する KdV 方程式の解を構成し，その解
の時間無限大での漸近的な性質を考察し，物
理学に新しい見地を与えることである．さら
に，従来代数的に研究されてきた成果を解析
学の立場から見直し，可積分系の分野により
強固な数学的基盤を与えたい． 
 
この目的を達成するために２つの目標を

設定した． 
（１）シュレーディンガー作用素のスペクト
ルが KdV 方程式の下で不変であることが
1960 年代の大発見であった．このことと，
シュレーディンガー作用素のスペクトルか
らポテンシャルを構成するというスペクト

ル逆問題を通じて KdV 方程式を解くという
のが現在までの主流であるが，従来の方法で
は，初期関数が減衰する場合か周期的な場合
しか扱われなかった．本研究では概周期的な
初期関数を含むより広範囲の初期関数に対
して KdV 方程式を解く方法を見つけること
が目標である． 
（２）さらに，シュレーディンガー作用素の
絶対連続スペクトルとポテンシャルの無反
射性の関連についての Remling の定理は，絶
対連続スペクトルと KdV 方程式の時間無限
大での挙動と関連すると予想できるので，絶
対連続スペクトルと KdV 方程式の関連につ
いての解明も目標である． 
 
３．研究の方法 
KdV 方程式は，関数空間を設定して関数解

析的手法で解く方法と，1950 年代に旧ソ連邦
で研究された逆スペクトル問題を経由して
解く方法が主なものであった．しかし，これ
らの方法では，非減衰の初期関数は，周期的
な場合しか扱うことが出来ない．また，準周
期的な場合にはスペクトルの研究が進んだ
とは言え，扱えるクラスは非常に限定的であ
る．  
第３の方法として，1980 年代初頭に発見さ

れた佐藤のグラスマン多様体の方法がある．
この方法は代数関係の研究者により一般化
され研究されてきたが，KdV 方程式のすべて
の解がこの方法で求まるかは非自明である．
本研究ではこの佐藤の方法をシュレーディ
ンガー作用素のスペクトルの視点から見直
し，より一般の非減衰解を求めるという方法
を試みた．鍵になる概念は 1920 年代に導入
された Weyl 関数である．Weyl 関数はすべて
のポテンシャルを持つ１次元シュレーディ
ンガー作用素に対して定義化のであり，ここ
３０年，エルゴード的なポテンシャルを持つ
シュレーディンガー作用素のスペクトルの
研究において中心的な役割を演じてきてお
り，ますますその重要性が認識されている． 
 
４．研究成果 
（１）佐藤のタウ関数の表現式をシュレーデ
ィンガー作用素の Weyl 関数と関連付けるこ
とに成功し，無反射性を持たないより一般の
初期関数に対してもKdV方程式の解を構成す
ることが可能になった．それにはかなり一般
の準周期的な初期関数も含まれる．この方法
により，将来さらに一般の初期関数について
KdV 方程式の解を構成することが可能になる
と思われる． 
具体的には次の結果を得た． 

ポテンシャル q(x)を持つシュレーディンガ
ー作用素を H(q)とし，その Weyl 関数を m± 
とするとき，新しい関数 mを    

Rez>0 では m(z)=-m+(-z
2), 

Rez<0 では m(z)=m-(z
2) 

と定める． 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
タウ関数のこの表示により，まず従来の減

衰する初期値解が得られる．
タより逆スペクトル問題を通じてポテンシ
ャルを得るという手続きで
得られていたが，今回の方法ではより直接的
に得られることになる．
従来の方法では可能でなかったエルゴ

ド的な初期関数に対する解も得られること
がわかった．
 

「エルゴード的な初期関数をポテンシャル
に持つ
トルが絶対連続部分を持ち，正の領域では絶
対連続スペクトル以外の部分の
度が有限であるという条件を満たせば，
方程式の解が得られる
 
ことを示すことが出来た．エルゴード的な初
期関数には概周期的なものも代表的な例と
して含まれる．これまでにも概周期的な初期
関数から出発する解の構成についていくつ
かの結果があったが，概周期的なポテンシャ
ルについての逆スペクトル問題を利用する
方法のために扱える初期関数が非常に限定
的であった．今回の我々の方法は
ル問題を回避することに成功しているので，
より一般の
る解の構成
 結果として，今回の方法は既存の結果を統
一した形で含み，さらに今まで不可能であっ
たクラスの解を
しかしながらいくつかの重要な問題が未

解決として残っている．一つは，概周期的な
初期関数から出発した場合に，解が時間と空
間について概周期的になるかという問題で

タウ関数のこの表示により，まず従来の減
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がわかった．つまり
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方程式の解が得られる
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初期関数から出発す
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一した形で含み，さらに今まで不可能であっ

しかしながらいくつかの重要な問題が未
解決として残っている．一つは，概周期的な
初期関数から出発した場合に，解が時間と空
間について概周期的になるかという問題で

ある．今までの例ではすべてそのようになっ
ているが，今回の解はより一般的であるので
証明が必要である．おそらくこの予想は正し
いと思われるが，証明には新しいアイデアが
必要である．
変測度が，
にどのように変化するかについて調べる必
要がある．つまり，
理論の視点から
２つ目の問題として，スペクトルが絶対連

続部分を持たない場合の解の構成の問題が
ある．
する場合であるが，対応する
ガー
でしかも半区間で稠密になる．このような場
合の
数学的問題である．この場合でも今回の方法
が使える可能性がある．そのためにはスペク
トルに付随する
が必要
分系理論に
３つ目の問題としては

ある他の完全可積分系にこの方法を適用す
る問題がある．例として，戸田方程式，非線
形シュレーディンガー方程式がある．
の非線形可積分系に対してもこの方法が有
効であると思われる．
 

（２）
については初期関数が減衰する場合に逆ス
ペクトル問題により
解析することによりソリトン解に漸近する
ことが知られている．この場合実軸の正の部
分ではスペクトルは絶対連続になっている．
これを一般化して，初期関数をポテンシャル
に持つシュ
トルの絶対連続部分では，
時間無限大で無反射になることが予想され
る．実際．
解はシフトで表されるが，この場合初期関数
の絶対連続スペクトル
していった場合の極限関数は無反射
つことが
の KdV
し，
すことが出来なかった．絶対連続スペクトル
全領域での無反射
いないので，将来の問題
たい．
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