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研究成果の概要（和文）：非加法的測度の積算概念であるChoquet積分，Sugeno積分，Shilkret積分などの非線
形積分は，非加法的測度全体が作る空間と可測関数全体が作る空間の直積空間上で定義された非線形な積分汎関
数とみなせる．この視点から非線形積分に関する重要定理，特に，単調収束定理や有界収束定理などの積分収束
定理や測度の弱収束に関するPortmanteau定理を考察し，積分汎関数に適切な摂動性（測度と被積分関数に与え
た微少な変化が積分汎関数に及ぼす影響を上手に制御するための条件）を課すことにより，これらの定理は個別
の積分形に依らず統一的に議論可能であることを実証した．

研究成果の概要（英文）：We may view nonlinear integrals such as the Choquet, the Sugeno and the 
Shilkret integrals as nonlinear integral functionals defined on the product of the space of all 
nonadditive measures and the space of all measurable functions. From this point of view, we 
discussed the monotone convergence theorem and the bounded convergence theorem for such nonlinear 
integrals, together with the portmanteau theorem for nonadditvie measures, and verified that they 
can be formulated independently of the type of the integrals by using the notion of perturbation of 
integral functional. This perturbation manages the small change of the functional value arising as
a result of adding small amounts to a measure and an integrand.

研究分野：測度論
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１．研究開始当初の背景 
 非加法的測度は数学的には空集合で零とな
る単調増加な集合関数である．非加法的測度
とその積算概念としての非線形積分の研究は，
古くから断片的には行われていたが，1961年
の Ellsberg の壺の実験により，その重要性が
再認識された．彼の心理実験によれば，不完
全な情報下での人間行動を説明するには，非
加法的測度とその非線形な積算概念である
Choquet積分や Sugeno積分を土台とする期待
効用理論の構築が必要となる．このように，
非加法的測度論と非線形積分論は，工学や社
会科学分野の研究者からの切実な要請に基づ
き，従来の測度論や確率論から“加法性”を，
積分論から“線形性”の呪縛を取り払い，現実
社会の問題に適切に対応可能な理論構成を目
的として登場した新理論で，数学的には『測
度論の非加法化，積分論の非線形化，さらに
は両理論の精密化』を目指す理論と考えられ
ている． 
 測度論の研究者の多くは，測度に加法性を
仮定しなければ実りある理論は得られないと
考えていた．しかし，1976年の Sugeno による
工学的視点，Dobrakovによる数学的視点から
の基礎研究を出発点とし，その後の多くの数
学者，工学者，社会科学者による理論・応用両
面にわたる研究の結果，測度論の多くの重要
定理が実用的なより弱い加法性（弱零加法性，
零加法性，自己連続性，一様自己連続性，擬距
離生成性など）のもとで成立することがわか
ってきた．それらの研究成果は早くも 1990年
代前半には，Wang & Klir (1992, 2009)，
Denneberg (1994)，Pap (1995)らの専門書に
まとめられた． 
 一方，非加法的測度の積算概念としての非
線形積分は，期待効用理論や主観的評価問題，
測度論・積分論の精密化の観点から重要であ
るが，測度の非加法性に起因して Lebesgue流
の積分の定義をそのまま適用しても合理的な
積分とはならない．また，数学理論では 2 項
演算は加法＋と乗法・が基本的であるが，工
学や社会科学分野ではこれに加えて，束演算
である上限と下限が広く用いられている．そ
こで，非加法的測度論の応用分野では，加法
と乗法で定義される Choquet 積分，上限と下
限で定義される Sugeno積分，上限と乗法で定
義される Shilkret 積分や，それらの変形の中
から，具体的な問題ごとに適切な積分を取捨
選択して積算概念として用いている． 
 
２．研究の目的 
 非線形積分の理論研究は Choquet 積分に重
点が置かれてきた．その理由として，Choquet
積分は加法と乗法を用いて定義されていて数
学者には取り扱いやすいことや，測度が可算
加法的な場合は Lebesgue 積分と一致するの
で，証明手法や得られる結果を予測しやすい
点などが挙げられる．しかし，工学や社会科
学への応用を真に考慮した場合，Sugeno 積分
や Shilkret 積分の性質も詳細に研究するこ

とが喫緊の課題となっている．今回の研究の
目的は，非加法的測度の積算概念として重要
なこれら 3 つの積分がもつ固有の性質をより
詳細に調査すると同時に，研究の方法欄で述
べる摂動法を用いた議論が可能な部分を抽
出・整理し，非線形積分論の統一的な理論展
開の可能性を実証することにある．その際，
個々の非線形積分に対して容易にチェックで
きる汎用的な摂動条件を見出すことが研究の
ポイントとなる．具体的には以下の研究を推
進する． 
(1)非線形積分に対する有界収束定理の成立
性と測度の自己連続性との同値性 
(2)非加法的測度の弱収束と同値な条件をま
とめた Portmanteau 型定理の積分汎関数を用
いた定式化 
(3)同程度一様自己連続な非加法的測度の集
合上での測度の弱収束の一様性 
(4)連続関数空間や束構造をもつ抽象関数空
間上で定義された共単調加法的な単調非線形
汎関数の積分表示定理（Riesz 型/Daniell 型
積分表示定理）の定式化 
(5)測度列の弱収束に関する Alexandorff 定
理の非加法化 
 
３．研究の方法 
 Choquet/Sugeno/Shilkret 積分は可測空間
上で定義された非加法的測度μと可測関数ｆ
の汎関数I(μ,f)とみなせる．この汎関数を積
分汎関数とよぶ．また，Choquet積分，Sugeno
積分，Shilkret 積分はどれも被積分関数 f の
μ-減少分布関数 G f(t):=μ({f>t})で定まる
という共通点をもつ．この視点から，Klement, 
Mesiar, Pap らは減少分布関数で定まる非線
形積分の統一化を試み，積分汎関数の単調性，
共単調加法性，正斉次性などの基本性質を確
立した．しかし，積分がもつ様々な収束定理
を積分汎関数 I(μ,f)を用いて定式化するに
は，被積分汎関数 f を微少量εだけ，μ-減少
分布関数を微少量δだけ変化させ，次の摂動 
μ({f  >t})≦μ({g  +ε> t})+δ (-∞ <t < ∞) 

を与えたときの積分汎関数の値 
|I(μ,f )-I(μ,g)| 

の変化を上手に制御する方法論(摂動法によ
る解析手法)の確立が必要となる．具体的には
以下の手順で研究を進めた． 
(1)非線形積分汎関数に対する有界収束定理
の定式化 
 Choquet 積分に対しては有界収束定理の成
立性と測度の自己連続性は同値であることは
前回の研究で示されている． 
①Choquet 積分は測度が可算加法的な場合は
Lebesgue 積分と一致するが，Sugeno積分は一
致しないという本質的な違いがあるにも関わ
らず，Sugeno 積分に対しても Choquet積分と
同じ同値性が成り立つことは予備的考察によ
り判明している．そこで Shilkret積分につい
ても同様な定式化が可能かを調べた． 
②Choquet/Sugeno積分の場合には，上記の同
値性は被積分関数や非加法的測度を摂動させ



たときの積分値の挙動を厳密に評価する手法
により証明できる．そこで，この摂動性の概
念を一般の積分汎関数に対して定式化するこ
とを試みた．その際に，測度の自己連続性と
摂動性の概念をどのように関連づけるかが鍵
であった． 
(2)Choquet汎関数とその表現測度の擬加法的
性質の相互保存性 
 Choquet 積分の Daniell-Stone 流の公理的
特徴づけは Greco により確立されている．そ
こで，この Greco の公理を満たす積分汎関数
である Choquet 汎関数の表現測度が非加法的
測度論の展開に不可欠な擬加法的性質（弱漸
近零加法性，漸近零加法性，上からの自己連
続性，上からの一様自己連続性，擬距離生成
性，弱零加法性，零加法性，劣モジュラー性，
優モジュラー性）をもつために汎関数に課す
べき条件を考察した． 
(3)非線形積分で定まる非加法的測度の弱収
束に対する Portmanteau型定理の定式化 
 非加法的測度に対して“連続集合”の概念
を合理的に定義すれば，距離空間上の非加法
的測度の有向列の Lévy 収束性は有界連続関
数の Choquet 積分の有向列の収束性（測度の
弱収束性）と同値であり，Portmanteau定理（邦
訳：寄せ集めの定理）の非加法的一般化にな
っている．測度の有向列の Lévy収束の概念は
積分とは無関係に定義可能なので，それが
Choquet積分の有向列の収束と同値ならば，そ
の他の非線形積分の収束とも同値となること
が予想される． 
①Sugeno 積分や Shilkret 積分などの他の非
線形積分に対して非加法的 Portmanteau 定理
を定式化することを試みた． 
②積分汎関数の摂動性と関連づけた証明手法
を新たに考案し，一般の積分汎関数に対する
Portmanteau 定理をどのように定式化したら
よいかを考察した． 
(4)同程度一様自己連続な非加法的測度の集
合上での測度の弱収束の一様性 
 距離空間上で定義された同程度一様自己連
続な非加法的測度の集合またはその双対測度
の集合，例えば，劣モジュラーまたは優モジ
ュラーな測度の集合上では，Choquet積分が定
める測度の弱収束は一様構造をもち，Lévy-
Prokhorov型及び Fortet-Mourier型距離によ
り距離付け可能となる．しかし，Choquet 積分
の場合に測度の弱収束が一様であったとして
も，他の非線形積分の場合にも同様の一様構
造をもつかどうかは不明である． 
①Sugeno 積分や Shilkret 積分が定める測度
の弱収束も一様構造をもち，それらの積分か
ら定義される Fortet-Mourier 型距離により
距離付け可能となるかを議論した． 
②一般の積分汎関数の場合でも，測度の弱収
束性は一様構造をもち，積分汎関数が定める
Fortet-Mourier型距離により距離付け可能と
なるかを考察した． 
(5)非線形積分の単調収束定理への統一的ア
プローチ 

 Lebesgue積分の収束定理として重要な優収
束定理や Fatou の補題は，単調収束定理から
導かれる．しかし，Choquet/Sugeno/Shilkret
積分などの非線形積分に対しては，測度の非
加法性，積分の非線形性に起因して，単調収
束定理は積分の種類に応じてそれぞれ異なる
形式で定式化されている．これらを積分汎関
数の枠組みで統一的に取り扱う手法を開発す
ることを試みた． 
①積分の非線形性により，Lebesgue 積分の場
合とは異なり，単調減少収束定理は単調増加
収束定理からの自明な帰結とはなりえない．
そこで両者の収束定理を別個に議論した． 
②統一的議論を行うために，単調収束定理が
一般の積分汎関数の枠組みで定式化可能か否
かを検討するとともに，定理が成立するため
に積分汎関数に課すべき条件を探究した． 
(6)位相空間上の非線形積分の単調収束定理 
 Lebesgue積分では，基礎空間（測度や被積
分関数が定義されている空間）が位相空間の
場合は，上半連続（下半連続）な単調増加（単
調減少）関数からなる一様有界な有向列に対
して単調収束定理が成り立つ． 
①Choquet/Sugeno/Shilkret 積分に対しても
Lebesgue積分の場合と同様な単調収束定理が
成立するかを検討した． 
②位相空間上の単調収束定理に対しても摂動
性の概念を用いた統一的取り扱いが可能かど
うかを考察した． 
(7)非加法的測度論の普及活動 
 非加法的測度と非線形積分の理論研究は非
常な勢いで発展してきたが，その反面，研究
者ごとに異なる用語や設定のもとで議論され
ることが多く，理論を応用する立場の研究者
を困惑させる状況になっている．そこで，関
連する国内外の論文を広く収集し，理論構築
に不可欠な重要概念や定理を，統一した用語
や設定のもとで整理した論説記事の執筆を検
討した． 
 
４．研究成果 
 得られた研究成果は以下の通りである． 
(1)非線形積分汎関数に対する有界収束定理
の定式化 
 非加法的測度の積算概念である Choquet 積
分，Sugeno積分，Shilkret 積分は，理論的取
り扱いが比較的容易で応用範囲も広い．これ
ら積分概念を実用化し，他分野への応用を目
指すには，非線形積分に対する積分収束定理
の確立が必須である．本研究では，上記 3 種
の非線形積分が共通してもつ摂動性（測度と
被積分関数に与えた微少な変化が積分汎関数
の値の変化に及ぼす影響を線形的に捉えるた
めの条件）の概念を新たに導入し，Murofushi
らが定式化した Choquet 積分の有界収束定理
を一般の非線形積分汎関数に拡張することを
試みた．結果として，摂動条件を満たす非線
形積分汎関数に対する有界収束定理の成立性
は，積分汎関数を定める非加法的測度の自己
連続性と同値となることを示した．応用とし



て，Lebesgue 積分や有限加法的な測度に対す
る D-積分や S-積分，さらには Choquet 積分，
Sugeno積分，Shilkret積分などの非線形積分
をすべて含む汎用的な有界収束定理を確立し
た． 
(2)Choquet汎関数とその表現測度の擬加法的
性質の相互保存性 
 Greco定理により，Choquet 汎関数とその表
現測度は 1 対 1 に対応する．本研究では，非
加法的測度論の展開に欠かせない擬加法的性
質である弱漸近零加法性，漸近零加法性，上
からの自己連続性，上からの一様自己連続性，
擬距離生成性，弱零加法性，零加法性，劣モジ
ュラー性，優モジュラー性を表現測度がもつ
ために Choquet 汎関数に課す必要十分条件を
見出した．証明では，Kindler が線形汎関数に
対する Daniell-Stone 型表現定理の別証明に
用いた劣グラフによる測度の構成手法が有効
に機能した．この研究により，Choquet汎関数
とその表現測度の擬加法的性質の相互保存性
が明確になった． 
(3)非線形積分が定める非加法的測度の弱収
束に対する Portmanteau型定理の定式化 
 中心極限定理や大偏差原理などの確率論や
数理統計学における極限定理の定式化や証明
に利用される測度の弱収束性，すなわち，そ
れら測度による抽象 Lebesgue 積分が有界連
続関数空間上に定める積分汎関数の各点収束
性は，連続集合上での測度の各点収束概念で
ある Lévy収束性と同値である．この結果を関
連するその他の同値条件と一緒にまとめて定
式化した定理が，位相空間上の測度論で広く
知られる Portmanteau 定理である．この研究
では，連続集合を強正則集合に，抽象 Lebesgue
積分を初等性と摂動性をもつ非線形積分汎関
数に置き換えることにより，Portmanteau定理
を非加法的測度論の枠組みで定式化した．重
要な応用として，初等的かつ摂動的な非線形
積分である Choquet 積分，Sugeno 積分，
Shilkret積分が定める測度の弱収束はすべて
Lévy収束と一致することがわかった． 
(4)同程度一様自己連続な非加法的測度の集
合上での測度の弱収束の一様性 
 測度の弱収束が定める位相構造の研究では，
その距離付け可能性問題が一つの重要なトピ
ックである．この研究では，距離空間上で定
義された同程度一様自己連続な非加法的測度
全体からなる集合上では，生成的かつ摂動的
な非線形積分汎関数が定める測度の弱収束は
Lipschitz 関数からなる有界集合上で一様で
あることを示し，Fortet-Mourier型の距離で
測度の弱位相が距離付け可能となることを示
した． 
(5)非線形積分の単調収束定理への統一的ア
プローチ 
 Choquet積分，Sugeno 積分，Shilkret積分
などの分布型積分(被積分関数の減少分布関
数で定まる積分)を非加法的測度の集合と可
測関数の集合の直積空間上の非線形積分汎関
数ととらえて単調収束定理を定式化し，個別

の積分によらない統一的なアプローチの方法
論を確立した．特に，単調増加収束定理の場
合は積分汎関数の初等性と正則性が，単調減
少収束定理の場合は摂動性と可測関数列の切
断性が定理の成立には不可欠であることを見
出した． 
(6)位相空間上の非線形積分の単調収束定理 
 Choquet積分や Sugeno積分などの非線形積
分の収束定理の具体的な応用領域では，測度
や被積分関数が定義されている空間は実数空
間などの位相空間であることが多い．この研
究では，位相空間上で定義された下半連続（上
半連続）関数からなる一様有界な単調増加（単
調減少）有向列に対する積分汎関数の単調収
束定理を考察し，単調収束定理が成立するた
めの必要十分条件は，積分汎関数を定める非
加法的測度の完全 o-連続性（完全 c-連続性）
であることを示した． 
(7)非加法的測度論に関する論説記事の執筆 
 非加法的測度や非線形積分の研究は 1970
年代から急速な勢いで発展し，日本でもその
応用に関する数多くの研究成果がある．しか
し，理論自体の研究は欧州や米国，中国では
非常に盛んであるが，残念ながら日本ではま
だあまり普及していない．しかも，それらは
研究者ごとに異なる用語や設定のもとで議論
され，数多くの論文に分散して掲載されてい
ることもあり，理論の構築に不可欠な重要概
念や定理を，統一した用語や設定のもとで整
理することは，今後の研究の発展のためにも
重要である．そこで，非加法的測度と非線形
積分の理論研究の指針，基本的用語や重要定
理，さらには将来展望を，144 編の論文を引用
して丁寧に解説した論説記事を雑誌『数学』
（岩波書店発行）で公表した． 
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