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研究成果の概要（和文）：大数の法則が対独立な同分布確率変数列に対して成り立つことを利用して著しくラン
ダム性を削減した厳密なモンテカルロ積分を実現したのがランダム・ワイル・サンプリング(RWS)であった．本
研究ではRWSを拡張したk-対独立同分布(k-i.i.d.)確率変数列による新しい実用的なサンプリング法を開発し
た．k-i.i.d.確率変数列によるモンテカルロ積分ではサンプル平均のk次モーメントまで精密に計算できる．

研究成果の概要（英文）：Utilizing the fact that the law of large numbers holds for pairwise i.i.d.  
random variables, we realized a rigorous Monte Carlo integration, called Random Weyl sampling (RWS),
 with extremely reduced randomness. In this reserch, we developed a k-wise i.i.d. sampling method, 
which is an extension of RWS and is useful for practice. The method can compute the k-th moment of 
the sample mean precisely. 

研究分野：確率論

キーワード： モンテカルロ積分　ランダム・ワイル・サンプリング　対独立同分布確率変数列　k-対独立同分布確率
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１．研究開始当初の背景 

確率変数の平均(積分値)を数値的に求めるこ

とは理論上も応用上も非常に重要な課題であ

る．しかし，確率空間上で定義された確率変

数は一般に非常に複雑な関数であり，決定論

的な数値積分法は大抵の場合に役に立たない．

そのため，本質的にランダムなサンプリング

による数値積分法，すなわちモンテカルロ積

分が必要になる．モンテカルロ積分は非常に

複雑な関数の数値積分を行うことができるも

のの， その誤差はランダムであり，しかもサ

ンプル数 N の増加に伴ってO(N-1/2) のオー

ダーでしか減衰しない．このことは誤差を1

桁小さくする(1/10 にする)にはサンプル数

を2桁大きくする(100 倍する) 必要があるこ

とを示して，いかにも能率が悪い．しかも，

この減衰オーダーは独立同分布(i.i.d.)確率

変数列に関する中心極限定理(CLT)，あるいは

重複対数の法則に基づく普遍的なものである

ので改善の余地はない．そのため，モンテカ

ルロ積分を用いて精密な数値積分を行うこと

は諦めざるを得ない，というのが研究開始当

初の状況であった． 

 

２．研究の目的 

本研究の申請者の開発したランダム-ワイル-

サンプリング(RWS)と動的ランダム-ワイル-

サンプリング(DRWS)([1])の理論と応用，さら

にその改良について詳しく研究することによ

って，モンテカルロ積分の可能性の限界に挑

む．(D)RWS はモンテカルロ積分専用の疑似乱

数生成器として厳密な数学的理論を持つこと，

そしてランダムサンプリングであるにも関わ

らず，誤差の実測値はサンプル数 N に対して

O(N−1+ε) の減衰を見せること，を特色とする．

このような精密なモンテカルロ積分の可能性

を開拓する本研究によって，従来，大雑把な

解析手法と考えられてきたモンテカルロ法の

あり方を根本から変えることが目的である． 

 

 

＜引用文献＞ 

[1] Sugita, Hiroshi, Monte Carlo Method, 

Random Number, and Pseudorandom Number.  

MSJ Memoirs vol.25, (2011), pp.xiv+133. 

 

３．研究の方法 

(D)RWS を従来のモンテカルロ積分(i.i.d.-

サンプリング)では望めなかった精密な計算

を実際に行い，実績を積む．さらにそれらの

理論と応用を深めることによって，その可能

性の限界を明らかにする．そしてその限界を

超えるために新たな改良を行う． 

 

４．研究成果 

(1) RWS のサンプルの対独立性の興味深い

別証明を与えた(雑誌論文①)． 

(2) RWS のサンプル平均の中心極限定理ス

ケーリングは大きさ N→∞ では退化する．

すなわち，サンプル平均は積分値に極めて高

い確率でに集中する．しかしその分散は

i.i.d.-サンプリングと同じ 1/N のオーダ

ーでしか減衰しないので，結果として「外れ

値」が i.i.d.-サンプリングより高い確率で

出てしまう．この欠点を補うために，RWS で

は独立に 2回(あるいはそれ以上の回数)行う

ことによって，外れ値かどうかを判定するこ

とを提案する．すなわち 2回ともほぼ同じ値

が得られればそれはきわめて高い確率で真

の積分値の近似値と判定できる． 

 (3) しかし，非常に複雑な問題で大規模な

RWS の計算を複数回も行えない状況において

は，収束速度は犠牲にしてでも外れ値の生じ

にくいモンテカルロ積分が必要になる．その

ために一般の自然数 k に対して，k-対独立同

分布 (k-i.i.d.) 確率変数列の生成の理論

の研究を行った．ここで k-対独立とは，任意

の k項は独立だが，それ以上の独立性を持た

ないことを言う．k-i.i.d.確率変数列による

サンプリングではサンプル平均は k次モーメ

http://mathsoc.jp/publication/memoir/memoirs-e.html


ントまで i.i.d.-サンプリングと同一にでき

る．言うまでもなく RWS は k=2 の場合である． 

mビットの k-i.i.d.を生成するために必要

な最小の確率空間はF(2m)kで実現できること

が従来から知られていた．しかし，実際には

有限群の乗法の計算が煩雑で実用レベルで

実装することは不可能であった．そこで我々

は RWS と同様のアイデアに基づいて，m ビッ

トの k-i.i.d.を 2j+1個実現する k(m+(k-1)j)

ビットの確率空間を提案した．その場合の k-

対独立性の証明は(1)で得たものを拡張して

得られた．これは先行研究[2]で得られたも

のよりもずっと小さなランダム性で k-i.i.d. 

を 2j+1個実現する． 

(4) 具体的に k=3,4 の場合に，前項(2)の

方法を実装し，実際に計算を行い，十分実用

に耐えることを確認した．我々の方法では

k-i.i.d.を生成するためには項数 nに関する

k-1 次多項式を計算しなければならない．多

倍長の乗算を避けるため，多項式の計算は差

分を取ることにより低次の多項式の計算に

帰着させ，結果的に 1次多項式をいくつも重

ねて計算することによって実現した．その結

果，k=3 では RWS の 4 倍程度，k=4 では RWS

の 7倍程度に生成速度を抑えることに成功し

た．疑似乱数生成が律速段階であるようなモ

ンテカルロ積分では RWSを複数回行う方が能

率的であるが，そうでないときは 3-i.i.d.

あるいは 4-i.i.d.によるサンプリングは実

用的である． 

i.i.d.-サンプリングでは被積分確率変数

に依らず，サンプル平均は正規分布で近似さ

れるが，k>2 では k-i.i.d.によるサンプリン

グ平均の分布は被積分確率変数により変化

し一定の分布の型を持たない．そこで，典型

的な 3つの被積分確率変数([0,1)区間上滑ら

かな関数，複雑な関数，非常に複雑な関数)

の場合に，サンプル平均の特徴を調べた． 

結果は被積分確率変数の複雑さが増すに

つれて，k=2(RWS),3,4 の場合の k-i.i.d.-サ

ンプル平均の分布はいずれも正規分布に近

づく．とくに非常に複雑な被積分確率変数の

場合は RWSでもサンプル平均はほぼ正規分布

に従う．また k=4 の場合にはサンプル平均の

分布は滑らかな被積分確率変数の場合でも

ほぼ正規分布に従うことを確認した． 

以上(3)(4)の成果については学術専門雑

誌に投稿予定である． 

(5) 数値実験によれば DRWS の場合でも，

サンプル平均の中心極限定理スケーリング

は大きさ N→∞ では退化するように見受け

られる．そのことの理論的証明を得よう努力

したが，残念ながら証明を完成させることが

できなかった． 
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