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研究成果の概要（和文）：トーラスから１点を除いて得られる面と同相なリーマン面を穴あきトーラスと呼ぶ。
トーラスにその把手を定める２本の単純閉曲線の組を指定したもの全体Ｔは，３次元ユークリッド空間内の滑ら
かな閉領域と同一視される。さて，把手を指定した種数正のリーマン面Ｙを１つ固定し，Ｔの元Ｘのうち，Ｙの
中への正則写像で指定した把手に写されるようなものが存在するＸの全体の集合Ａの幾何学的性質を調べた。と
くに，Ａはリプシッツ境界を持つ閉領域でＴと同相であることを見出した。Ａの境界が滑らかではない場合があ
ることも示した。さらに，正則写像を等角写像に置き換えても類似の結果が成立することを証明した。

研究成果の概要（英文）：A once-holed torus is, by definition, a Riemann surface homeomorphic to a 
once-punctured torus. The space T of once-holed tori with marked handle is identified with a smooth 
closed domain in the 3-dimensional euclidean space. Now, fix a Riemann surface Y with marked handle.
 We investigate the set A of elements X in T which allow holomorphic mappings into Y, and prove that
 it is a closed domain with Lipschitz boundary and is homeomorphic to T. Moreover, the boundary of A
 is not smooth in some cases. We also consider the set B of of elements X in T that are 
conformally embedded into Y, and obtain similar results for B. 

研究分野： 数物系科学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 リーマン面間の正則写像においては，ごく
わずかな位相的または解析的条件を課すこ
とが実は非常に強い制限を設けたことにな
ってしまう，という現象が見られる。そのよ
うな現象を広範かつ組織的に研究し，どのよ
うなリーマン面の間に与えられた性質を持
つ正則写像が存在するか，または存在しない
か，リーマン面のモデュライ空間の上に描き
出してみたい。これが研究の出発点であった。 
 リーマン面上の正則関数や有理型関数は，
それぞれ， 複素平面リーマン球面の中への
正則写像とみなすことができ，それらの研究
の歴史は大変古い。これに比べて，一般のリ
ーマン面の中への正則写像の存在に関する
研究はあまり多くない。 
 
２．研究の目的 
 研究の目的は，リーマン面から他のリーマ
ン面の中への正則写像について，リーマン面
の複素構造を決定する様々なモデュライや
等角不変量と関連させつつ，複素解析学的手
法を中心とする種々の方法で研究し，その結
果をタイヒミュラー空間など複素解析学の
他の分野に応用することである。あらかじめ
指定された把手を保つ正則写像，すなわち，
それらの把手を決定する基本群の部分群間
に標準的な群同型写像を誘導する正則写像
に注目し，そのような正則写像の存在が各種
の等角不変量とどう関わっているかを調べ
る。 
 
３．研究の方法 
 研究手法を考慮して，閉リーマン面班，開
リーマン面班，数値実験班を設け，役割を分
担して研究を実施した。月に１，２回の頻度
で開催したリーマン面論セミナーで研究打
合せや情報交換を行った。また，年に１回，
「Prospects of theory of Riemann surfaces」
と銘打った国際研究集会を開催し，国内外の
研究者と研究上の交流を持った。 
 
４．研究成果 
（１）把手を指定したリーマン面 
 Ｒを種数正のリーマン面，すなわち，把手
を持つリーマン面とする。Ｒ上の単純閉曲線
ａ，ｂで交点数ａ×ｂが１に等しいものの順
序対χ={ａ,ｂ}は，Ｒの把手を決定する。組 
Ｘ=(Ｒ,χ)を，把手を指定したリーマン面と
呼ぶ。 
 Ｙ=(Ｓ,η)を，把手を指定した別のリーマ
ン面とする。ただし，η={ｃ,ｄ}とする。Ｒ
からＳの中への連続写像 f において，ａ,ｂ
の像曲線ｆ＊(ａ)，ｆ＊(ｂ)が，それぞれ，ｃ，
ｄに自由にホモトピックであるとき，ｆをＸ
からＹの中への連続写像であるといい，記号
ｆ:Ｘ→Ｙを用いる。ｆ：Ｒ→Ｓが連続性の
他にある性質を併せ持つとき，ｆ:Ｘ→Ｙも
同じ性質を持つという。例えば，ｆ:Ｒ→Ｓ
が等角ならば，ｆ:Ｘ→Ｙも等角であるとい

う。ここで，等角写像とは，単射正則写像を
意味する。必ずしも全射とは限らない。 
 種数１，境界成分の個数が１の開リーマン
面を穴あきトーラスという。穴あきトーラス
は，トーラス（すなわち，種数 1の閉リーマ
ン面）から１点を除いて得られる面と同相で
ある。把手を指定した穴あきトーラス全体の
集合をＴで表す。ただし，把手を指定した二
つの穴あきトーラスは，一方から他方の上へ
の等角写像が存在するとき，同一視するもの
とする。Ｘ=(Ｒ,χ)∈Ｔ（ただし，χ={ａ,
ｂ}）に対しａ,ｂ,ａｂ-1の自由ホモトピー類
の極値的長さを座標に持つユークリッド実
３次元空間の点を対応させる写像は，単射で，
その像は，不等式ｘ>０，ｙ>０，ｚ>０， 
ｘ２+ｙ２+ｚ２-２(ｘｙ+ｙｚ+ｚｘ)+４≦０ 

で表される閉領域である。この写像が実解析
的になるようにＴに実３次元境界付解析的
多様体の構造を導入する。 
 
（２）把手を保つ正則写像の存在域 
 把手を指定したリーマン面Ｙ=(Ｓ,η)を
任意に固定する。そして，Ｙの中への正則写
像が存在するＸ∈Ｔ全体の集合をＴａ[Ｙ]と
表す。また，Ｙの中への等角写像が存在する
Ｘ∈Ｔ全体の集合をＴｃ[Ｙ]と表す。後者は
前者の部分集合であるが，以下に示すように，
両者はいくつかの性質を共有している。 
 
定理１ Ｔａ[Ｙ]とＴｃ[Ｙ]は，いずれもリプ
シッツ境界を持つ閉領域で，全空間Ｔと同相
かつＴのレトラクトである。 
 
注意 Ｙがトーラスのとき，かつそのときに
限り，Ｔａ[Ｙ]はＴに一致する。 
 
 Ｓが穴あきトーラスの場合，以前の研究で，
Ｔｃ[Ｙ]の境界が滑らかではないことを示し
た。Ｔａ[Ｙ]の境界の滑らかさについても次
の定理が成り立つ。 
 
定理２ Ｓがトーラスまたはトーラスから１
点を除いたリーマン面でなければ，Ｔａ[Ｙ]
の境界は滑らかではない。 
 
（３）極値的長さの臨界値 
 上半平面Ｈの点τに対し，１とτで生成
される加群をＧτ と書く。Ｇτ は複素数体Ｃ
の部分加群である。商加群Ｃ/Ｇτには自然な
射影πτ:Ｃ→Ｃ/Ｇτが正則写像になるよう
にリーマン面の構造を入れることができる。
こうして得られるリーマン面をＴτと表す。
Ｔτはトーラスである。 
０≦ｓ＜１とし，πτによる複素数平面Ｃ

上の線分[τ/２，τ/２+ｓ]の像をｃτ，ｓとし，
Ｔτからｃτ，ｓを除いて得られる穴あきトー
ラスをＴτ，ｓと表す。Ｃ上の有向線分[０,１]，
[０,τ]，のπτによる像をそれぞれａτ，ｂτ

とすると，順序対χτ={ａτ,ｂτ}は，Ｔτ，ｓ

の把手を指定する。こうして把手を指定した



穴あきトーラスＸτ，ｓ=(Ｔτ，ｓ,χτ)を得る。 
(τ，s)にＸτ，ｓを対応させるＨ×[０，１]

からＴへの写像は上への同相写像であるこ
とが知られている。よって，その逆写像Φは
Ｔ上の位相的大域座標系を与えている。Ｔτ，

ｓにおけるａτの自由ホモトピー類の極値的
長さは１/Imτに等しい。 
さて，前節のように，Ｙ=(Ｓ,η)を，把手

を指定したリーマン面とし，η={ｃ,ｄ}とす
る。Ｓがトーラスでないとき，ｃと自由にホ
モトピックな双曲的測地線の長さをｌ(Ｙ)
と表す。ただし，双曲計量は曲率を-１に正
規化しておく。Ｓがトーラスのときは，ｌ
(Ｙ)=０とおく。また，ｃの自由ホモトピー
類の極値的長さをλ(Ｙ)と書く。次の２つの
定理は，２つの集合Φ(Ｔａ[Ｙ])とΦ(Ｔ
c[Ｙ])のＨへの射影が，特徴的な形をしてい
ることを示している。 
 
定理３ (i) Imτ≧π/l(Ｙ)のとき，どのｓ
に対してもＸτ，ｓからＹの中への正則写像は
存在しない。 
(ii) Imτ＜π/l(Ｙ)のとき，あるｓに対

してＸτ，ｓからＹの中への正則写像が存在す
る。 
ただし，π/０=+∞と定める。 

 
定理４ (i) Imτ＞１/λ(Ｙ)のとき，どの
ｓに対してもＸτ，ｓからＹの中への等角写像
は存在しない。 
(ii) Imτ＜１/λ(Ｙ)のとき，あるｓに対

してＸτ，ｓからＹの中への等角写像が存在す
る。 
 
注意 Imτ=１/λ(Ｙ)のとき，どのｓに対し
てもＸτ，ｓからＹの中への等角写像は存在し
ないようなＹが存在する。その一方で，Imτ
=１/λ(Ｙ)をみたすあるτとあるｓに対し
てＸτ，ｓからＹの中への等角写像が存在する
ようなＹも存在する。 
 
（４）双曲的閉測地線の長さ 
 よく知られているように，正則写像は双曲
的長さを短くする。すなわち，ｆが双曲的計
量を持つリーマン面ＲからＳの中への正則
写像ならば，Ｒ上の任意の閉曲線ｃに対し，
像曲線ｆ＊(ｃ)の双曲的長さはｃの双曲的長
さを上回らない。この事実は，Ｔの元Ｘから
Ｙへの正則写像が存在するための必要条件
を与える。この必要条件を満足するＴの元Ｘ
の全体をＴσ[Ｙ]と表す。より正確に述べる
ために記号を導入する。Ｗを２元ｕとｖで生
成される自由群とする。Ｗの元は，２文字ｕ，
ｖの 
語ｗ(ｕ，ｖ)である。Ｙ=(Ｓ,η)，η={ｃ,
ｄ}とするとき，ｗ(ｃ，ｄ)はＲ上の閉曲線
である。それと自由にホモトピックな双曲的
閉測地線の長さをｌ(Ｙ，ｗ)と書くことにし
よう。すると，Ｔσ[Ｙ]は，ｌ(Ｘ，ｗ)≧ ｌ
(Ｙ，ｗ)がＷの単位元でないすべての要素ｗ

に対して成立するＸ∈Ｔの全体である。本節
の冒頭に述べた事実はＴａ[Ｙ]⊂ Ｔσ[Ｙ]を
導く。最近，Bourque はＴａ[Ｙ]は一般にＴσ

[Ｙ]の真部分集合であることを示した。我々
は，この事実を精密化する次の定理を証明す
ることに成功した。 
 
定理５ (i) Ｔσ[Ｙ]は，リプシッツ境界を
持つ閉領域である。 
(ii) Ｔσ[Ｙ]境界はＴａ[Ｙ]とちょうど１

点を共有する。 
(iii) 差集合Ｔσ[Ｙ]－Ｔａ[Ｙ]は，直積位

相空間Ｃ＊×[０，１)と同相である。ここで，
Ｃ＊は０と異なる複素数全体である。 
 
（５）把手条件 
 定理１，３，４，５(i)は，Ｔａ[Ｙ]，Ｔｃ[Ｙ]，
Ｔσ[Ｙ]がある幾何学的性質を共有している
ことを示している。それは，これらの集合が
把手条件と名付けた条件により記述される
集合だからである。これについて述べること
によりこの稿を終えよう。 
 Ｘ１，Ｘ２∈Ｔとする。Ｘ１からＸ２の中への
等角写像が存在するとき，Ｘ１≦Ｘ２と書く。
すると，≦はＴの半順序であり，(Ｔ，≦)は
順序集合になる。 
 Ｐ(Ｘ)を，Ｔの元Ｘを変数とする条件命題
とする。Ｐ(Ｘ２)が真ならばＸ１≦Ｘ２をみた
すすべてのＸ１に対しＰ(Ｘ１)も真であると
き，Ｐ(Ｘ)を把手条件と呼ぶ。 
 Ｔａ[Ｙ]とＴｃ[Ｙ]は，それぞれ，把手条件
「ＸからＹへの正則写像が存在する」，「Ｘか
らＹへの等角写像が存在する」の真理集合で
ある。また，Ｔσ[Ｙ]は，把手条件「単位元
でないすべてのｗ∈Ｗに対して 

ｌ(Ｘ，ｗ)≧ｌ(Ｙ，ｗ) 
が成り立つ」の真理集合である。 
 把手条件の真理集合は，いくつかの特徴的
な幾何学的性質を持つ。これこそが，Ｔａ[Ｙ]，
Ｔｃ[Ｙ]，Ｔσ[Ｙ]が類似の性質を有している
所以である。把手条件の考え方はさらに発展
することが期待される。 
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