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研究成果の概要（和文）：自己増殖作用をもつ非拡散物質と拡散物質の相互作用を記述した反応拡散系につい
て、特に解の爆発に着目し、相互作用と解のダイナミクスの関連を考察した。考察する系は、例えば肺がんのモ
デルなどが知られており、実際の現象を記述する数理モデルとして重要な役割を果たす。
本研究では、有限時間爆発する系と無限時間爆発する系があることを示した。どちらの場合も、対応する常微分
方程式系の解は時間大域的に存在しかつ有界である。従って、拡散の影響で爆発が起こることを明らかにした。
有限時間爆発については、構成的に示すことで爆発の形状も明らかとなり、無限時間爆発については、そのメカ
ニズムになり得る弱定常解の存在を示した。

研究成果の概要（英文）：The dynamics of a system of a single reaction-diffusion equation coupled 
with an ordinary differential equation was studied. Such systems arise, for example, from modeling 
of interactions between processes in cells and diffusing signaling factors. I particularly 
considered the blowup phenomena to understand a relationship between the dynamics and a 
diffusion-driven instability, which is a mechanism to obtain spatially heterogeneous states in 
pattern formation phenomena. 
It was shown that the system has blowup solutions and, depending on nonlineality, they can blow up 
either in finite or infinite time. Concerning the blowup in finite time, sufficient conditions for 
initial data are obtained, and we could see the shape of solutions at blowup time. Moreover, it was 
shown that some systems have unbounded week stationary solutions, which can be key to understand the
 mechanism of blowup infinite time.

研究分野： 非線形解析学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 自然界に見られるパターンの自律的形成

のメカニズム解明は，数理生物学の分野で高

い関心を集める課題の一つである．数学から

のアプローチでは， 20世紀半ばに，A. Turing

が異なる拡散率をもつ二種類の粒子が相互作

用をしつつ拡散するとき，空間的非一様性が

出現し得るという「拡散誘導不安定化」の原

理を提唱して以来，この原理に基づく数理モ

デルが数多く構築されている．特に活性因子

－抑制因子系と呼ばれる反応拡散系は、自然

界に実在するパターン形成の有力なモデルの

一つであり，多くの現象に対して数値実験が

成され，実際の現象をよく説明できることが

分かっている．拡散誘導不安定化に基づく古

典的なパターン形成の数理モデルは、次のよ

うな方程式系で記述される： 
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活性因子－抑制因子系においては，未知関数

),( txuu  が活性因子， ),( txvv  が抑制因

子と呼ばれる化学物質の濃度を表し，抑制因

子が活性因子よりも速く拡散し，空間領域遠

方での活性因子の生産を抑制することで，自

己増殖作用をもつ活性因子の濃度が局所に集

中する空間パターンが生じることが期待され

る． 

（式１）に対する理論面からの研究は，特

に空間パターンに対応する定常解について，

領域の境界上や内部の点に集中するスパイ

ク解の存在や，さらに領域のある部分集合上

に集中する解の存在が知られている．しかし，

初期値‐境界値問題の解の時間大域的挙動

に関しては，まだ解明されていない部分も多

い． 

 （式１）の形によるパターン形成の数理モ

デルでは，実際の現象において活性因子や抑

制因子の役割を果たす物質が特定されてい

ない場合が多く，近年ではより実際の現象に

基づいた数理モデルの構築が盛んに行われ

ている．特に，以下の二つの特徴をもつ方程

式系が多く見られるようになってきた： 

（１）細胞増殖のような局所的プロセスと拡

散物質による相互作用を記述した系， 

（２）領域上の積分項による非局所項が入っ

た，領域全体の影響を考慮した方程式． 

例えば（１）の例として，肺胞上皮がん初期

に見られる巨視的な空間パターン形成を説明

す る 反 応 拡 散 系 が 知 ら れ て い る (A. 

Marciniak-Czochra and M. Kimel (2006, 

2007, 2008))．これらは実際の観察に基づく

数理モデルであり，(式１)とは形が異なる．

しかし，細胞密度の空間非一様性を誘導する

メカニズムとして拡散誘導不安定化が用いら

れていることが多く，そこに生物学的な裏付

けは乏しい．これらの数理モデルに対しては

理論面からの研究はまだ少なく，数値実験に

よって解の振る舞いが調べられている． 

上述した（１）に対する数理モデルは，次

のような系で与えられる： 
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ここで非線形項 f と g は，実際の現象から推

測される相互作用を表す項である．（２）に

対する系は，非局所項を新たに未知関数とし

て導入することにより，（式２）に帰着でき

る場合がある．（式２）が拡散誘導不安定化

に基づいている場合，実際の現象に基づいて

モデルを構築し異なる相互作用を導入した

にもかかわらず，類似した数値実験結果が得

られる場合が多い．つまり，現象の本質が表

わせていない，もしくは数値実験では見えな

い部分に重要な性質が隠れている，などが考

えられる．これらを理解するには，理論研究

が不可欠である． 

これまでに平成 23 年度‐25 年度若手研究

（B）で，拡散誘導不安定化に基づく（式２）

の定常解の不安定性と解の挙動について研



究を行った．ここで得られた結果は，（式 1）

によるパターン形成のモデルのダイナミク

スとは全く異なるものであることを明らか

にした． 

 
２．研究の目的 
目的は，常微分方程式と反応拡散系の連立

から成る（式２）の形をもつ系の解のダイナ

ミクスを理解することである． 

最近では，パターン形成の数理モデル以外

でも拡散誘導不安定化のアイディアが用いら

れる場合がある．例えば，神経膠腫と呼ばれ

る脳腫瘍が浸潤する過程を説明する数理モデ

ルにおいては，拡散誘導不安定化のアイディ

アは細胞浸潤のON/OFFを切り替えるメカニズ

ムとして導入されている． この数理モデルに

おいては，解がどのように時間発展するかの

過程も重要である．ゆえに，（式２）におい

て拡散誘導不安定化が解のダイナミクスにど

のような影響を与えているか（式１）との違

いによって理解する． 

（式２）の解析では，（式１）のようにす

べての式に拡散が含まれる場合の解析手法が

そのまま適用できない場合があり，解の存在

や有界性すら明らかではない．ゆえに，新た

な解析手法の構築も重要な研究目的の一部と

なる． 

 
３．研究の方法 
 常微分方程式と反応拡散方程式の連立系

の最も単純な形として，（式２）の形で与え

られる２連立系を，N 次元ユークリッド空間

の滑らかな境界を持つ有界領域で考える．

拡散項をもつ ),( txvv  に関する方程式に

対しては，の境界上でノイマン境界条件を

課す． 

 平成 23 年度‐25 年度若手研究（B）の研

究において，（式２）で拡散誘導不安定化に

基づく系に対しては，滑らかな定常解はすべ

て不安定であること，拡散係数を無限大とし

た極限系の解の爆発について示した．この知

見を基に，定常解の安定性については，不安

定性と拡散誘導不安定化の関連をより深く

理解し，拡散誘導不安定化を持たない系の定

常解の安定性についても考察する．これによ

り，拡散誘導不安定化と定常解の安定性の関

連が明らかとなる．また，これまで一般の（式

２）については定常解の存在を議論してこな

かった．従って，一般の系に対する定常解の

構成方法を考察する． 

解の時間大域的挙動については，拡散係数

を無限大としない元の系の爆発現象につい

てより詳細な解析を行う．有限時間爆発する

系については，初期値の条件及び爆発する際

の解の形状を明らかにする．ここでは，（式

２）の常微分方程式を解いて，単独の楕円型

方程式に対する境界値問題に帰着できるこ

とを用いて解析を行う．無限時間爆発する系

については，有限時間爆発の解析に有用な手

法である常微分方程式の解との比較が使え

ないので，技術的な困難がある．ここでは，

滑らかでない定常解（弱解）の存在と安定性

という面からアプローチ出来ないか考察す

る．解の時間大域的挙動については，数値実

験により挙動の予測を立てることも重要と

なる．従って，数値計算にも一定の時間を割

く． 

  

４．研究成果 

爆発解について得られた結果を要約する．

有限時間爆発解について，これまでの研究に

より，それぞれの非線形項が資源－消費者型

と活性因子－抑制因子型の場合に，有限時間

爆発する解の存在が分かっていた．これらに

ついて，爆発解を誘導する初期値の十分条件

を示し，解が爆発する形状をよく理解するこ

とが出来た（５．主な発表論文（３），（４））．

非線形項の特性に注意して解の評価を得る

際のアイディアは，類似した非線形項に対し

ても有効であり，有限時間爆発解の解析手法

として一つの方針を与えることが出来た． 



 無限時間爆発する解については，飽和型の

非線形項を持つ発ガンの数理モデルにおいて

D とした極限方程式系 
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に関して，すでに得られていた結果より爆発

解を誘引する初期値の条件を改良すること

が出来た（５．主な発表論文（１））． 元の

（式２）の形の系の無限時間爆発については，

解の評価を得る手掛かりとなり得る，非有界

な弱定常解の存在を示すことが出来た．これ

については，引き続き安定性など詳しい解析

を行う予定である． 

 定常解の不安定性については，（式２）の

常微分方程式の非線形項が持つ自己増殖作

用に関する仮定を緩めることができた（５．

主な発表論文（２））． 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
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