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研究成果の概要（和文）：研究代表者提唱の「準変分解析」の枠組みで、楕円型問題と放物型問題について変分
不等式と準変分不等式に適用可能な抽象的理論の研究を行い、解の存在について一般的な定理を証明し、具体的
問題に応用した。
　楕円型準変分解析問題では、従来、汎関数の主部に狭義凸性を仮定していたが、本研究においては凸性のみを
課すことで解の存在を証明することができた。
　放物型準変分解析問題に関しては、時間依存劣微分発展方程式の理論と手法、特にエネルギー不等式の方法を
効果的に適用した。局所解を大域解に延長する際に生じる繊細な困難を、汎関数の準変分性に関する定義域の条
件に、時間に関して右半連続性という微妙な条件を課すことで克服した。

研究成果の概要（英文）：We proved abstract existence theorems for elliptic variational and 
quasi-variational inequalities as well as parabolic ones within the framework of Quasi-Variational 
Analysis that had been proposed by us. 
 For elliptic problems, we assume convexity for the principal part of the functional instead of 
strict convexity which had been needed before this research. 
 As for parabolic problems, we employed the theory and method of time-dependent subdifferential 
evolution equations in the main step of the proof. Moreover, we recognized the importance of 
assuming right continuity for the elements of the domain concerning the quasi-variationality of the 
functional in order to overcome a subtle difficulty arising in prolonging the local solution to a 
global one.

研究分野： 非線形解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形発展方程式論は、吉田耕作の線形半群理論、高村幸男の非線形半群理論に淵源を持ち、加藤敏夫など日本
人研究者によって創始・発展させられてきた数学解析における重要な分野である。
本研究では、物理や工学上広い応用を持つ変分不等式への豊かな応用可能性を有する時間依存劣微分発展方程式
の理論と方法を一歩前進させることにより、放物型準変分不等式の抽象的理論を構築することに成功した。
また、対応する定常問題に関しても、楕円型準変分不等式の抽象的理論を従来より応用可能性を広げる形で再構
築した。これにより、従来よりも広いクラスの変分不等式・準変分不等式の研究が可能になり、物理学や工学上
の問題への応用可能性が広がった



１． 研究開始当初の背景 

(1) 変分解析は数理モデル解析の伝統的な方法論として確立されており、物理学や工学などの

幅広い分野に数学解析を応用する手段として重要な役割を果たしてきている。その基本的な考え

方は、汎関数の極値（最小値）を見つけることによって、解の存在を確立するということである。

研究代表者は、本研究開始の数年前から、非線形解析の新しい枠組みとして「準変分解析」とい

う考え方を提唱し、変分解析と不動点解析を融合して数理モデルの解析、特に変分不等式と準変

分不等式問題の解析を統一的に理解しようとしていた。準変分解析の諸問題の内、楕円型準変分

不等式の解の存在定理においては、汎関数の主部に狭義凸性の条件を課していた。そこで、物理

学や工学への応用範囲を広げるために、この狭義凸性の条件を緩和することが課題としてあった。 

 

(2) 準変分解析の問題の内、放物型準変分不等式の問題については、従来、変分構造を持つ場

合（空間微分作用素が Euler-Lagrange 型の放物型偏微分方程式に関する問題）が考えられてい

た。しかし、物理学や工学上の問題には、この範疇に入らないものがあるため、より広いクラス

の偏微分方程式に関する準変分不等式問題を扱うことができる理論が要請されていた。これは非

線形発展方程式の新しい枠組みを構築することにもつながり、吉田耕作の線形半群理論、高村幸

男の非線形半群理論、加藤敏夫の線形及び非線形発展方程式論等、我が国で創始発展させられて

きた発展方程式論の分野への貢献になることを研究代表者は構想していた。 

 

２． 研究の目的 

(1) 汎関数の主部（最高階の微分に関する部分）に（狭義凸ではなく）凸性のみを課する条件

下での楕円型準変分不等式問題の解の存在定理を抽象論として確立すること。そして、従来より

も広いクラスの具体的な楕円型準変分不等式問題へ応用すること。 

 

(2) 空間微分作用素部分が必ずしも Euler-Lagrange 型ではない放物型偏微分方程式に関する

準変分不等式に応用可能な抽象的非線形発展方程式の理論を構築すること。そして、その理論を

従来よりも広いクラスの偏微分方程式に関する準変分不等式問題に応用する。特に、解の存在を

確立する。 

 

３． 研究の方法 

(1) 不動点解析を用いて解の存在を証明するという従来からの基本的な考え方は踏襲する。そ

の際に、狭義凸性を仮定しないと、不動点定理を適用する写像（解写像）が一般には多価になる

ことが主たる困難である。そこで、用いる不動点定理を多価写像にも適用可能なものにし、関連

する条件を整備することによって、狭義凸性を仮定しない汎関数の問題に解の存在が証明できる

ようにする。 

 

(2) 研究代表者はこれまでの研究の中で、時間依存劣微分発展方程式のエネルギー不等式の理



論的役割（解の存在のための必要十分条件）を明らかにし、さらに様々な数理モデルの解析に応

用してきた。特に非 Euler-Lagrange 型の空間微分作用素に関する問題について、エネルギー不

等式を効果的に適用して、解の存在を証明してきた。本研究では、制約条件が解に依存する準変

分不等式を扱えるようにするために、エネルギー不等式の方法を微分作用素だけでなく制約条件

にも同時に適用することによって、従来よりも広いクラスの偏微分方程式に関する準変分不等式

を扱えるようにする。 

 

４． 研究成果 

(1) 汎関数の主要部に狭義凸性ではなく凸性のみを仮定した楕円型準変分不等式問題の解の存

在定理を証明することに成功し、具体的問題への応用を与えた。狭義凸性を仮定しないと、解の

存在を不動点定理によって証明する際に、不動点定理を適用する写像（解写像）が一価でなくな

る。従来は狭義凸性を仮定して、この写像を一価になるように定義し、Schauder の不動点定理

を適用して不動点（もとの問題の解）の証明を得ていた。本研究では、単なる凸性の仮定の下で、

一般には多価写像になる解写像に対して角谷の不動点定理を適用することに成功し、不動点（即

ちもとの問題の解）の存在を証明することができた。得られた抽象的結果を具体的な楕円型準変

分不等式問題に応用して、解の存在を証明した。 

 

(2) 空間微分作用素が必ずしも Euler-Lagrange 型ではない放物型偏微分方程式に関する準変

分不等式に応用可能な抽象的非線形発展方程式の枠組みを構築することに成功した。強解（時間

強微分を持つ解）の存在を一般的に証明し、具体的な準変分不等式問題への応用を与えた。証明

の大きなステップでは時間依存劣微分発展方程式のエネルギー不等式を効果的に適用すること

により、制約条件が解に依存することと、空間微分作用素が必ずしも Euler-Lagrange 型ではな

いこととの両方の困難を克服することができた。さらに、証明を進める中で、今回の問題では時

間局所解を時間大域解に延長する際に非常に精密な議論をする必要があることが明らかになり、

この点を解決するために、汎関数の準変分性に関する定義域に関して、右半連続性という微妙な

条件を課すことが、証明の遂行と応用可能性の確保の双方の観点から適切であることが分かった。

本研究を完成するためにはこの条件とその適用方法を確立することが一番の難所であった。確立

された抽象論によって、変分不等式と準変分不等式に関して、従来よりも大きなクラスの問題に

ついて、時間強微分を有する解の存在を証明できるようになり、数理モデル解析の視野を広げる

ことに成功した。応用としては、非 Euler-Lagrange 型の空間微分作用素を持つ非線形放物型偏

微分方程式（単独およびシステム）に関する変分不等式と準変分不等式の解の存在を与えた。 
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